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本 书 特 色 


本 书 是 作者 过 去 20 年 中 在 
Missouri-Rolla 大 学 讲授 研究 
生 课程 的 智慧 总 结 。 书 中 对 于 每 
章 所 讲述 的 方法 ， 试 图 通过 特色 
鲜明 的 例子 使 读者 有 一 个 总 体 的 
把 握 。 
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有 商业 化 的 软件 包 ， 这 些 软件 包 
为 使 用 者 提供 了 缺 省 设置 或 参数 
选择 ， 本 书 可 以 帮助 使 用 者 理解 
并 欣赏 这 些 商 业 化 软件 包 后 面 的 
算法 ， 使 知情 的 使 用 者 能 更 好 地 

ie 3 算 的 算法 ， 并 且 对 算 
况 有 更 深刻 的 了 解 。 
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本 书 对 应 用 于 电力 系统 各 种 计算 问题 的 数值 计算 方法 进行 了 总 结 ,内 
容 包括 线性 方程 组 的 解法 、 非 线性 方程 组 的 解法 、 稀 政和 矩 阵 求 解 技术 、 微 
分 方程 数值 解法 、 数 值 优化 方法 和 特征 值 问题 。 

本 书 适合 于 电力 系统 专业 的 本 科 生 、 研 究 生 、 教 师 以 及 从 事 电力 系统 
规划 、 设 计 、 运 行 和 控制 的 技术 人 员 阅 读 。 















































大 规模 电力 系统 的 规划 、 
用 于 电力 系统 的 各 种 数值 计算 方法 进行 了 总 结 ， 是 目前 国际 上 少 


述 电 力 系 统计 算 方 法 的 书 
过 “计算 方法 ”和 多 门 电力 系统 全 
握 电 力 系 统 规划 、 





本 科 生 或 研究 生 “ 


翻译 过 程 中 ， 








设计 、 和 运行 和 控制 的 相关 到 





“计算 方法 ” 
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设计 、 运 行 和 控制 涉及 大 量 的 计算 问题 。 本 书 对 应 


。 译 者 从 事 电力 系统 令 





缺乏 针对 性 的 教材 ， 





课程 的 教材 。 





域 应 用 到 的 计算 方法 的 
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页 域 的 教学 和 科研 工作 多 年 ， 承 担 
源 域 课程 的 讲授 ， 深 深 感 到 ， 
E 论 ， 开 发 或 熟练 应 用 电力 系统 分 析 
软件 ， 需 要 对 相应 的 数值 计算 方法 有 比较 深入 的 了 解 ; 另 一 方面 ， 目 前 本 科 生 或 
研究 生 的 “计算 方法 ”课程 ， 
算 方法 ”教材 ， 只 包括 了 电力 系统 领 
够 充分 。 译 者 认为 ， 阅 读本 书 ， 
统 暂 态 分 析 ” “电力 系统 运 和 
本 书 作为 上 述 课程 的 教学 参考 书 ; 同时 ， 译 者 也 推荐 采用 本 书 1 


一 般 性 的 适用 于 工科 的 “ 计 
一 部 分 内 容 ， 还 不 
可 以 帮助 学 生 对 “电力 系统 稳 态 分 析 ” “电力 系 
和 与 控制 ”等 课程 有 更 加 深入 的 理解 ， 
FE 为 电力 系统 专业 





有 的 一 本 专门 讲 


一 方面 ， 透 彻 党 








因此 推荐 采用 





作 ， 在 此 深 表 谢 


意 。 原 书 中 一 些 明 显 的 笔 误 或 印刷 错误 ， 在 翻译 过 程 中 直接 改正 并 未 加 以 说 明 。 
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系 方式 : 电话 (0571) 87952074, 





书 中 难免 存在 错误 和 不 妥 之 处 ， 晨 请 广大 读者 
电子 信箱 hvdc@ zju. edu. en, 





kt 评 指正 。 译 者 联 
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原 书 第 2 版 前 言 











此 版 在 第 1 版 基础 上 添加 了 新 的 内 容 ， 特 别 地 ， 新 版 关于 如 下 内 容 增加 了 新 





WET: 
(1) 广义 最 小 残 差 (GMRES) 法 
(2) 数值 差分 
(3) 割 线 法 
(4) 同 伦 连 续 法 
(5) 计算 主导 特征 值 的 军法 
(6) SHAD A hy E 
(7) 矩阵 束 法 








并 且 对 优化 方法 那 一 章 (HOR) 进行 了 较 多 的 修改 ， 新 增加 了 线性 规划 方法 


和 二 次 规划 方法 。 


典型 的 课程 结构 应 依次 包括 第 1 章 、 第 2 章 和 第 3 章 ， 接 着 讲 后 面 的 任意 一 
章 都 是 可 以 的 ， 不 会 破坏 课程 的 连贯 性 和 一 致 性 。 对 于 每 章 所 讲述 的 方法 ， 我 斌 





图 通过 特色 鲜明 的 例子 使 读者 有 一 个 总 体 的 把 握 。 但 在 很 多 情况 下 ， 不 可 能 对 所 


涉 内 容 做 详尽 的 阐述 ; 特别 是 很 多 主题 本 身 的 发 展 经 历 了 几 十 年 的 工作 积累 。 
本 书 所 阐述 的 很 多 方法 已 经 有 商业 化 的 软件 包 ， 由 于 这 些 软件 包 具 有 很 多 防 
失效 功能 ， 诸 如 考虑 病态 问题 等 ， 通 过 这 些 软件 包 可 以 很 严格 地 得 到 问题 的 解 。 
我 的 目标 不 是 使 学 生成 为 某 个 主题 的 专家 ， 而 是 培养 他 们 理解 并 欣赏 这 些 商 业 化 
软件 包 后 面 的 算法 。 很 多 商业 化 软件 包 为 使 用 者 提供 了 默认 设置 或 参数 选择 ， 通 
过 更 好 地 理解 驱动 计算 的 算法 ， 知 情 的 使 用 者 可 以 做 得 更 好 ， 并 且 对 算法 失效 的 























情况 有 更 深刻 的 了 解 。 如 果 本 书 能 为 读 
信 ， 我 已 经 成 功 地 实现 了 我 的 目标 。 
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第 1 章 5 论 


在 今天 放松 管制 的 大 环境 下 ， 本 国电 网 已 不 能 按照 当初 设计 时 设想 好 的 方式 
运行 。 因 此 ， 系 统 分 析 和 计算 对 于 预测 并 不 断 地 更 新 电网 的 运行 状态 就 显得 非常 
重要 。 系 统 分 析 和 计算 的 内 容 包括 估算 当前 的 湖 流 和 电压 〈 漳 流 分 析 和 状态 佑 
计 ) ， 确 定 系统 的 稳定 极限 〈 连 续 潮 流 、 用 于 和 暂 态 稳定 计算 的 数值 积分 和 特征 值 
分 析 ) ， 以 及 费用 最 小 化 计算 (最 优 潮流 ) 等 。 本 书 讲述 各 种 计算 方法 的 入 门 知 
识 ， 这 些 计算 方法 构成 了 电力 系统 及 其 他 工程 和 科学 领域 很 多 分 析 计 算 的 基础 ， 
也 是 无 数 商业 软件 所 使 用 算法 的 基础 。 通 过 了 解 文 撑 这 些 算 法 的 理论 ， 读 者 可 以 
更 好 地 使 用 那些 商业 软件 并 做 出 更 明智 的 决策 〈 即 在 仿真 软件 中 选择 更 好 的 数 
值 积分 方法 和 确定 更 合适 的 积分 步 长 等 ) 。 

由 于 电网 的 规 横 巨 大， 电力 系统 分 析 计 算 依 靠 手 工 几乎 是 不 可 能 的 ， 计 算 机 
是 唯一 真正 可 行 的 手段 。 电 力 工业 界 是 计算 机 技术 的 最 大 用 户 之 一 ， 也 是 在 大 型 
计算 机 出 现 后 最 早 接受 计算 机 分 析 的 工业 部 门 之 一 。 虽 然 电 力 系统 分 析 的 第 一 批 
算法 是 在 20 世纪 40 年 代 开 发 出 来 的 ， 但 直到 60 年 代 计 算 机 才 在 电力 工业 界 得 
到 广泛 使 用 。 今 天 用 于 大 系统 仿真 和 分 析 的 很 多 技术 和 算法 起 初 是 为 电力 系统 应 
用 而 开发 的 。 

随 着 电力 系统 更 多 地 运行 在 重 载 状 态 下 ， 计 算 机 仿真 将 会 在 电力 系统 的 控制 
和 安全 性 评估 方面 发 挥 更 大 的 作用 。 将 商业 化 软件 包 用 于 仿真 重 载 的 电力 系统 
时 ， 往 往 不 能 运行 或 者 给 出 错误 的 结果 。 为 了 正确 理解 和 解释 商业 化 软件 包 的 仿 
真 结果 ， 必 须 了 解 其 内 在 的 数值 计算 方法 。 例 如 ， 是 系统 确实 呈现 出 了 仿真 得 到 
的 行为 特征 ， 还 是 仅仅 因为 数值 计算 不 精确 而 导致 的 伪 结 果 ? 如 何 弥补 商业 化 软 
件 包 存 在 的 算法 缺陷 ? 是 通过 选择 更 好 的 仿真 参数 ， 还 是 通过 将 问题 描述 成 更 适 
合 于 数值 计算 的 形式 ? 对 诸如 此 类 的 问题 ， 受 过 数值 计算 训练 的 用 户 可 以 做 出 更 
好 的 判断 。 本 书 将 给 出 多 种 广泛 使 用 的 数值 计算 方法 的 背景 知识 ， 这 些 计算 方法 
构成 了 众多 电力 系统 分 析 和 设计 商业 化 软件 包 的 基础 。 

本 书 是 为 研究 生计 算 方 法 课程 而 写 的 教材 ， 课 程 长 度 是 一 个 学 期 。 尽 管 本 书 
中 的 大 多 数 例 子 是 基于 电力 系统 应 用 的 ， 但 数值 计算 的 理论 是 按照 一 般 性 的 方式 
阐述 的 ， 因 而 可 应 用 于 大 范围 的 工程 系统 。 虽 然 完全 领会 本 书 中 某 些 内 容 的 微妙 
之 处 需要 具有 电力 系统 工程 的 一 些 知 识 ， 但 这 些 知 识 对 理解 算法 本 身 并 不 是 前 提 
条 件 。 相 对 于 内 容 广 泛 的 计算 方法 领域 ， 本 书 的 叙述 和 例子 仅仅 是 一 个 人 门 的 导 
引 ， 并 不 能 包罗 万 象 。 本 书 阐述 的 很 多 算法 一 直 存在 着 众多 的 改进 算法 ， 并 上 且 仍 
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然 是 当前 研究 的 目标 ; 由 于 本 书 的 意图 是 打 基 础 ， 因 此 很 多 新 的 进展 并 没有 明确 
地 包含 在 叙述 中 ， 而 是 作为 参考 文献 列 出 ， 以 方便 感 兴 趣 的 读者 进一步 学 习 。 为 
了 让 读者 能 够 容易 地 将 书 中 的 算 例 复 现 出 来 ， 本 书 特意 挑选 了 简单 而 足够 完整 的 
问题 作为 算 例 。 很 多 “真实 世界 ”的 问题 其 规模 和 范围 要 大 得 多 ， 然 而 本 书 给 
出 的 处 理 问题 的 方法 ， 应 该 可 以 为 读者 提供 足够 的 工具 ， 以 应 对 其 所 遇 到 的 困 
难 。 

本 书 中 的 大 部 分 算 例 是 通过 Matlab 编程 实现 的 ， 虽 然 这 是 本 书 作者 所 采用 
的 平台 ,但 实际 上 ， 任 何 计算 机 语言 都 可 用 来 实现 本 书 中 的 算法 ， 没 有 理由 偏好 
某 个 特定 的 平台 或 语言 。 
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在 很 多 工程 和 科学 领域 , 希望 根据 一 组 物理 学 上 的 关系 式 ， 能 够 用 数学 的 方 
法 来 确定 系统 的 状态 。 这 些 物理 学 上 的 关系 式 可 以 是 描述 诸如 电路 拓扑 、 质 量 、 
重量 、 力 等 物理 特性 的 方程 ， 例 如 ， 电 路 系统 中 针对 每 个 节点 的 由 注入 电流 、 网 
络 拓 扑 和 支 路 阻抗 构成 的 约束 方程 。 在 很 多 情况 下 ， 描 述 已 知 量 ( 即 输入 ) 与 
未 知 状态 〈 即 输出 ) 之 间 的 关系 式 是 线性 的 。 因 此 ， 一般 性 地 可 以 将 线性 系统 
描述 为 
Ax =b (2.1) 
st, 5 是 一 个 n xl 向 量 ， 为 已 知 量 ; x 是 一 个 n xl 的 未 知 状态 向 量 ; 而 4 是 
将 x 与 5 联系 起 来 的 n xn 阶 和 矩阵 。 暂 时 我 们 假定 矩阵 4 是 可 逆 的 ， 即 非 奇 异 的 ， 
这 样 ， 每 个 向 量 4 将 对 应 一 个 唯一 的 向 量 *”。 也 就 是 矩阵 4 存在， 且 
x* =A7!b (2.2) 








是 式 (2.1) 的 唯一 解 。 

对 式 (2.1) 进行 求解 的 自然 方法 是 直接 计算 和 矩阵 4 的 逆 ， 并 将 它 与 向 量 65 
相 乘 。 计 算 4 一 的 方法 之 一 是 采用 Cramer 法 则 
AGA) = 0 (A) 和 
RP, Ai) EASE iG, BITE, MAREEA 的 元 素 w 的 余子 式 。 
这 种 方法 需要 计算 (Cn +1) 个 行列 式 ， 从 而 需要 2(z+1)1! KRAZ, Mn 
值 较 大 时 ， 计 算 量 爆炸 式 增 长 ， 不 可 控制 。 因 此 ， 必 须 开 发 蔡 代 的 算法 。 

一 般 地 说 ， 求 解 式 (2.1) 有 两 种 基本 的 方法 : 

1) 直接 法 ， 也 称 为 消去 法 。 该 方法 通过 有 限 次 算术 运算 找到 上 述 方程 的 精 
确 解 〈 指 在 计算 机 的 精度 内 ) 。 如 果 不 计 计算 机 的 舍 入 误差 .采用 直接 法 得 到 的 
fit x 将 是 完全 精确 的 。 

2) 迭代 法 。 这 种 方法 的 每 次 计算 都 基于 相同 的 计算 过 程 ， 试 图 产生 一 系列 
不 断 逼 近 真 解 的 近似 解 。 当 所 获得 的 近似 解 达 到 预先 设 定 的 精度 指标 或 者 已 确定 
TEAR TEA BR EA EE, IREN, 

求解 方法 的 选择 通常 取决 于 所 研究 系统 的 结构 ， 某 些 系 统 更 适合 于 采用 特定 
的 方法 进行 求解 。 一 般 地 ， 直 接 法 更 适合 于 满 矩 阵 ， 而 迭代 法 更 适合 于 稀 琉 和 矩 
阵 。 但 是 ， 正 像 对 于 大 多 数 一 般 性 结论 一 样 ， 上 述 经 验 法 则 存在 很 多 的 例外 。 
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2.1 Gauss 消去 法 








Gauss 消去 法 是 一 种 不 需要 显 式 计算 4 一 而 对 式 (2.1) 进行 求解 的 方法 。 因 
为 x 是 直接 求 出 的 ， 因 此 Gauss 消去 法 是 一 种 求解 线性 方程 组 的 直接 法 ， 并 且 是 
一 种 常用 的 直接 法 。Gauss 消去 法 的 基本 思路 是 利用 第 1 个 方程 消去 其 余 方 程 中 
的 第 1 个 未 知 量 ,依次 重复 这 个 过 程 就 能 消去 第 2 个 未 知 量 、 第 3 个 未 知 量 …… 
直到 整个 消去 过 程 完 成 ， 此 时 ， 第 个 未 知 量 可 以 直接 从 输入 向 量 b 中 求 出 。 然 
后 ， 对 上 述 方程 进行 递归 回 代 就 能 求 出 所 有 的 未 知 量 。 

Gauss 消去 法 是 这 样 一 个 过 程 ， 它 通过 一 系列 初等 行 变换 运算 , 将 nx(n+1) 
阶 的 增 广 矩阵 

















[Alb] 
变换 为 n x(n +1) BPAY FEE 
[71715*] 
其 中 ， 
Ax =b 
A7'Ax =A7'b 
Ix =A~'b =b* 
se 
这 样 ， 如 果 存 在 一 系列 初等 行 变 换 运算 可 以 将 矩阵 4 变换 成 一 个 单位 矩阵 I， 那 
A, AE b 进行 相同 系列 的 初等 行 变换 运算 就 能 将 向 量 4 变换 为 方程 组 的 解 x” 。 
初等 行 变换 运算 包括 如 下 3 种 矩阵 运算 : 
1) 交换 矩阵 中 的 任意 两 行 。 
2) 用 一 个 常数 乘 任意 一 行 。 
3) 将 任意 行 的 线性 组 合 加 到 另 一 行 上 。 
选择 一 系列 初等 行 变 换 运 算 将 矩阵 4 AB MS = AE, KE = FAB 
阵 的 对 角 元 为 1， 而 所 有 下 三 角 元 素 为 零 。 这 个 过 程 被 称 为 “向 前 消去 过 程 ”。 
向 前 消去 过 程 的 每 一 步 可 以 通过 对 和 矩阵 4 乘 以 一 个 初等 矩阵 & 来 获得 ， 这 里 的 初 
等 矩阵 指 的 是 通过 对 单位 矩阵 进行 初等 行 变 换 运 算 就 能 得 到 的 和 矩 阵 。 
例 2.1 寻找 一 系列 初等 矩阵 将 如 下 和 矩阵 变换 成 上 三 角 和 矩阵 。 

















13 4 8 
2 LT 23 
A= 
4 3 5 8 
9 27 4 
解 2.1 为 了 使 上 述 矩 阵 上 三 角 化 ， 所 采用 的 行 变 换 运算 应 能 使 此 和 矩阵 对 角 
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线 以 下 每 一 列 的 元 素 为 零 。 这 可 以 通过 如 下 的 行 变 换 运 算 来 实现 ， 将 对 角 线 以 下 
的 每 一 行 用 其 本 身 减 去 一 个 常数 乘 对 角 线 行 来 代 禁 ， 该 常数 的 选择 应 使 此 列 中 对 
角 线 以 下 的 元 素 为 零 。 因 此 ,4 的 第 2 行 应 该 用 ( 行 2-2 x 行 1) 来 代替 ， 而 对 
应 此 初等 行 变 换 运 算 的 初等 矩阵 是 

















© 
O O =a G 
Do oS © 
= D Oo © 


9 2 7 4 
注意 除了 第 2 行 其 他 的 行 没有 变化 ， 而 第 2 行 在 第 1 个 对 角 元 下 的 元 素 变 为 了 
零 。 类 似 地 ， 完 成 消去 第 1 列 任务 的 另外 2 个 初等 矩阵 是 








1000 
0100 
-| 4010 
[| 0001 
1000 
0100 
=| 9 9 1 0 
| -9001 
并 且 有 
1 3 4 8 
0 -5 -6 -13 
tee _9 _11 _24 (2.4) 


0 -25 -29 -68 
现在 向 前 消去 过 程 将 针对 第 2 列 展 开 ， 首 先是 将 第 2 个 对 角 元 下 面 的 元 素 全 部 消 
去 ， 然 后 将 第 2 个 对 角 元 变换 为 1。 具体 过 程 是 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

é = 9 

0 -了 1 0 
0 0 0 1 
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并 且 有 








继续 向 前 消去 过 程 ， 有 


从 而 有 


ry 0 
0 1 
é,=|0 0 
25 
= 
ry 0 
0 <= 
é= 
0 0 
LO 0 
[1 3 
0 1 
5665646362614 = 
0 0 
LO 0 
1 0 0 
0 1 0 
iad 01 
0 0 5 
1 0 0 
0 1 O 
ly p 
0 0 O 
1 
0 
Eb bbs €sb5E.€,A = 
0 
0 
1 0 0 
0 1 0 
&=!0 0 1 
0 0 0 


0 0 
0 0 
1 0 
0 1 
0 0 
0 0 
1 0 
0 1 
4 
6 B 
5 5 
o, 3 
5 5 
f <3 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
3 4 8 
6 13 
ie Ss 
0 1 3 
0 0 -6 
0 
0 
0 


(2.5) 


(2.6) 
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和 
13 4 8 
i. ¢ 
bob e618 6EsEs63G0814 = 5 5 (2.7) 
00 1 3 
00 0 1 


从 而 完成 了 向 前 消去 过 程 ， 将 矩阵 变换 成 了 上 三 角 和 矩阵 。 

一 且 将 矩阵 变换 成 了 上 三 角 和 矩阵 ， 式 (2. 1) 的 解 向 量 * 就 可 以 通过 状态 量 
的 逐次 代 换 (也 称 为 “ 回 代 ”) 而 求 得 。 

例 2.2 利用 例 2.1 的 上 三 角 和 矩阵 求 如 下 方程 的 解 。 














1 3 4 87["] fi 
212 3|/m | |1 
4 3 5 8llx| 1 
| 


解 2.2 注意 一 系列 下 三 角 和 矩阵 的 乘积 仍然 是 下 三 角 和 矩阵 。 因 此 ， 和 矩阵 乘积 


W = E58 €,€ E548 38061 (2.8) 
是 一 个 下 三 角 和 矩阵 。 将 W ERE A 相 乘 将 得 到 一 个 上 三 角 和 矩阵 ， 
WA=U (2.9) 





即 U 是 一 个 通过 向 前 消去 过 程 而 得 到 的 上 三 角 和 矩阵 。 在 式 (2.1) 的 两 边 同时 左 
FEW, ， 可 以 得 到 








WAx = Wb (2. 10) 
Ux = Wb (2.11) 
=b' (2.12) 
sth, Wb=b', 
根据 例 2. 1 
ri 0 0 0 
2 1 
js 75 ° ° 
PFa 9 -5 0 
1 14 5 1 
L6 6 6 6 
H 
aT 
1 
b'=W |= 
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13 4 atar 
1 
6 13 
0 1 一 一 ||x 5 
5 5|| “|= j (2.13) 
001 3l” 
x = 
D ow Tae hs 
通过 观察 ，x, =3/2。 由 第 3 行 可 得 
x, =0 -3x4 (2. 14) 
将 x 的 值 代入 到 式 (2.14) 中 ,得 到 x, =3/2。 类 似 地 ， 
1 6 123 
i a (2. 15) 
A x AM x ATCA BSR (2.15) H, EE x, = -11/2。 以 类 似 的 方法 求解 x , 
xı =1-3x, 一 4x3 -8x, (2. 16) 
1 
-TD (2.17) 
从 而 得 到 
x, =] 
% 工 -11 
MX3 2 3 
Xa 3 


逐次 将 已 求 得 的 * 值 代 回 到 方程 中 进行 求解 的 步骤 ， 在 Gauss 消去 法 的 求解 
过 程 中 被 称 为 “ 回 代 ”。 因 此 ，Gauss 消去 法 包括 两 个 主要 步骤 :“ 向 前 消去 ”过 
程 和 “ 回 代 ”过 程 。 向 前 消去 过 程 是 将 矩阵 4 变换 成 其 三 角 因 子 ， 而 回 代 过 程 
则 根据 输入 向 量 5 和 4 的 矩阵 因子 求解 未 知 向 量 xo Gauss 消去 法 同时 也 为 LU 
子 分 解 过 程 提供 了 框架 。 














2.2 LU 分 解法 


Gauss 消去 法 的 向 前 消去 过 程 产 生 了 一 系列 与 矩阵 4 相关 的 上 三 角 和 矩阵 和 下 
ZAE, WA (2.9) MR, AFP, EE 下 是 一 个 下 三 角 和 矩阵 ， 而 矩阵 U 是 
一 个 对 角 元 为 1 的 上 三 角 和 矩阵 。 考 虑 到 下 三 角 和 矩阵 的 首 仍 然 是 一 个 下 三 角 和 矩阵 ， 
因此 如 果 定 义 


那么 
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A=LU 
EEFE LAERE U， 将 矩阵 的 因子 分 解 或 消去 算法 命名 为 矩阵 的 “LU 分 
解 "。 事 实 上 ， 对 于 任何 非 奇 异 的 矩阵 4， 存 在 一 些 置 换 和 矩阵 P (有 可 能 P=7)， 
使 得 





LU=PA (2. 18) 

AF, U 是 对 角 元 为 1 的 上 三 角 和 矩阵 , 工 是 对 角 元 为 非 零 的 下 三 角 和 矩阵 ， 而 P 了 是 

R tt cd en ile 一 旦 选 定 一 

适 的 矩阵 了， 那么 上 述 的 LU 分 解 就 是 唯一 的 中 。 如 果 P、L 和 U 已 经 确定 ， 
ee 


























Ax -6 (2. 19) 
就 可 以 迅速 得 到 求解 。 在 式 (2. 19) 两 边 同 时 左 乘 矩阵 P 得 
PAx = Pb =b' (2. 20) 
LUx =b' (2.21) 
IP, bE E b 的 一 个 重新 排列 。 如 果 引 入 一 个 “ 哑 ” 向 量 y， 使 得 
Ux =y (2. 22) 
那么 
Wet! (2. 23) 
考虑 到 式 (2.23) 的 结构 为 
a 0 O … O]fy, Tro" 
L, bh 0 … 0 Yo b', 
lL, lb, da 0 ys |=| b 
le, be ta oo LILY Lb", 
向 量 y 的 元 素 可 以 通过 直接 代 换 得 到 : 
fa 


I a 
Jy 一 768 i layi) 
2 


ly, 
= z è 3 — bay = lay) 
33 


1, S 
Yn = L (0 ao 2 Li; 
求 出 y 以 后 ,x 就 可 以 很 容易 根据 如 下 方程 求 得 : 
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l up Ws ct uy, |] % yı 
O 1 ug o Uy, | | Xo » 
0 0 1 “U3, x, |=| Y3 
L 0 0 : 1 LX LY 
类 似 地 ， 解 向 量 x 可 以 通过 回 代 得 到 

x, = Yn 
taa = Yna T Un-1,n% 
Ka-2 = Vn-2 T Un-2,n% Un-2,n-1%n-1 

x, = ¥ 7 È uz, 

i=2 


LU 分 解 的 价值 在 于 ， 一 旦 矩阵 4 被 分 解 成 上 三 角 和 矩阵 和 下 三 角 和 矩阵 ， 那 么 寻找 
解 向 量 * 就 是 一 件 直 截 了 当 的 事 了 。 注 意 上 述 求解 过 程 并 没有 显 式 地 对 矩阵 4 OR 
2 


























存在 多 种 方法 对 矩阵 进行 LU 因子 分 解 ， 每 种 方法 具有 各 上 自 的 优 缺 点 。 一 种 
常用 的 LU 分 解 方法 被 称 为 Croutb BIE! 。 定 义 矩 阵 0 为 

















iy l My yy, 
la by Us Uy, 
QAL+U-T=/1, h ba o uz, (2. 24) 
Lim bo le ob 
Crout 算法 逐 列 逐 行 地 计算 0 的 元 素 ， 首 先 ee 2) = 
计算 0 的 列 元 素 ， 然 后 计算 Q 的 行 元 素 ， 如 a eae: ee ae 
图 2.1 所 示 。0 中 的 每 个 元 素 ,只 依赖 于 4 E 6. 
的 元 素 cy 和 前 面 已 经 计算 得 到 的 Q 的 元 素 。 o- a = 
对 和 矩阵 A 进行 LU 分 解 的 Crout 算法 A .. 
(1) XFER Q 进行 初始 化 ， 即 清 零 ， 并 。 
令 j=1; Yi . 
(2) 根据 下 式 计算 0 SA (BER 
L WS j 列 ) : 图 2.1 SERE Q 列 和 行 元 素 的 计算 次 序 
Vy = ay T Eaa X} k =j u,n (2.25) 


(3) 如 果 7=n， 则 停止 ; 
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(4) 假定 q, 0, i il 


dit g (% - ¥ aa) Mk =j+l, e,n (2. 26) 


(5) 令 j=j+1， eam (2) 。 
一 旦 完成 LU 分 解 ， 通 过 “前 代 ” 就 能 得 到 哑 向 量 y: 








1 
Ye = * (6, z Sag, ) Xİ k = 1,…,n (2.27) 
Dkk jel 
类 似 地 ， 通 过“ 回 代 ” 就 能 得 到 解 向 量 x 


=y,- Das 对 k= n,n -1,.…,l (2. 28) 
衡量 LU 分 解 过 程 计算 量 的 一 种 指标 是 ， 获 得 解 向 量 所 需要 的 乘法 和 除法 运 


算 次 数 ， 因 为 两 者 都 是 浮 点 数 运算 。 计 算 9 的 第 7 CL 的 第 j 列 ) 需要 的 乘法 
和 除法 次 数 为 











ed) 
{= =j 


类 似 地 ， 计算 0 的 第 j 行 (U 的 第 jf +) 需要 的 乘法 和 除法 次 数 为 


n-1 n 


py 


j=1 k=j+1 


前 代 所 需要 的 乘法 和 除法 次 数 为 

回 代 所 需要 的 乘法 和 除法 次 数 为 。 
x (a -J) 

这 样 ， 可 以 算出 LU 分 解 所 需要 的 乘法 和 除法 次 数 为 
村 (中 -由 


而 前 代 和 回 代 所 需要 的 乘法 和 除法 次 数 为 n*。 因 此 ,求解 式 (2.1) 线性 方程 组 
所 需要 的 总 的 乘法 和 除法 次 数 为 
Fan ae. (2. 29) 
将 这 个 乘除 法 次 数 与 采用 Cramer 法 则 所 需要 的 2(n +1)! 次 乘除 法 相 比 ， 对 于 任 
何 较 大 阶 数 的 矩阵 ， 显 然 采 用 LU 分 解 和 前 代 / 回 代 方 法 的 计算 效率 要 高 得 多 。 
例 2.3 采用 LU 分解 和 前 代 / 回 代 算法 ,求解 例 2.2 中 方程 的 解 。 
解 2.3 第 1 步 是 求 和 矩阵 4 的 LU 因子 : 
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N W RS Ww 
n N A 
& oo W CO 


了 
从 1] =1 开 始 , sh (2.25) 表示 0 的 第 1 列 与 4 的 第 1 列 完全 相同 。 类 似 地 ， 根 
据 式 (2.26), 0 的 第 1 行 变 为 


Wi 
a 4 
di3 = 了 =4 
qu 
_%4 _ 8 
Tu= ga 1 =8 

这 样 ， 对 于 j=1， 和 矩阵 0 变 为 
1 3 4 8 
0 2 
14 
9 


Fj =2， 将 分 别 计算 矩阵 Q 主 对 角 元 下 面 的 列 元 素 和 右面 的 行 元 素 。 对 

于 @ 的 第 2 列 有 

Ix = In -qan = 1 - (2) (3) = -5 

qz = 42 -qzn = 3 - (4) (3) = -9 

daz = Gay -qaq =2 — (9) (3) = -25 
Q 中 的 每 个 元 素 通过 4 中 的 对 应 元 素 和 0 中 已 经 求 得 的 元 素 得 到 。 注 意 乘 积 的 
第 2 个 下 标 总 是 相同 的 ， 而 第 1 个 下 标 与 正 要 计算 的 元 素 下 标 相 同 。 这 个 规则 对 
于 列 计算 和 行 计算 都 是 成 立 的 。0 的 第 2 行 计 算 如 下 : 


1 1 6 
423 Pa — 91413) = 502 = (2)(4)) =e 
1 





da = las -qaqa ) -4G -(2)(8)) -2 


对 j=2 处 理 完 以 后 ， 和 矩阵 0 变 为 


3a pg 
2 a 

Q= 5 5 
4 -9 
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继续 计算 j=3，0 的 第 3 列 计算 如 下 : 
q3 =033 = (431913 + 930923) =5 一 (aa +A -9)$-)= a. 
das = 3 -= (Jaqi +443) =7 一 (®) | -25) $) = 
m Q 的 第 3 行 变 为 


1 
d34 = = a34 一 (431914 + 430904) ) 
933 


=(-5)(8-((4)(8) +¢-9) (2) }=3 


得 到 
at 3 4 8 
6 13 
a ae 
Q= i 
4 -9 -5 3 
9 -25 1 





最 后 ， 计 算 j=4， 最 后 一 个 对 角 元 为 


Jag =Q4™ (qaqa + quala + 43934) 


=4- (9) (8) +( -25)(2)+(a) (1) )= -6 





这 样 ， 
[1 3 4 8 
6 13 
Does = = 
i 5 5 
Q= i 
4 = a5 
9 5 3 
L9 -25 1 -6 
| 0 0 0 
2 -5 0 0 
L= 1 
4 -9 z5 0 
L9 -25 1 -6 
13 4 8 
6 13 
U= ae 5 5 
00 1 3 
00 0 1 
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检查 上 述 计算 是 否 正确 的 一 种 方法 是 验证 LU 是 否 等 于 A4， 对 于 本 例 ， 结 


是 成 立 的 。 
一 旦 求 得 了 矩阵 LU， 下 一 步 就 是 基于 和 矩阵 和 向 量 5 通过 前 代 来 计算 哑 向 


Ey, 采用 前 代 解 方程 Ly =b 得 到 y 为 


























b 1 
Saas ae aes 
(b -Lay) (1-(2)(1)) 1 
= b -5 -5 
(b; = (Lay; +Lyy>) ) 1 
y= As =(-5)(1-[(4)) -94 )]=6 
_ (ba = (Layi + Laya + Lays) ) 
Em La 
COUER 
= -6 = 
这 样 
rd 
1 
Be: 
=l 6 
3 
L2 
类 似 地 ， 采 用 回 代 解 方程 Ux =y， 可 以 得 到 解 向 量 x 为 
m4 =I => 


hy =; -Uw =6 -(3) (= 3 
的 ,全 的) 


WI ( Uiaxa + U3% + Unx) 





a-(oG oG- 
最 终 得 到 解 向 量 
E 
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此 解 与 例 2. 2 中 采用 Gauss 消去 法 和 回 代 方 法 所 得 到 的 解 是 一 样 的 。 检 查 所 得 到 
的 解 是 否 正 确 的 一 种 快速 方法 是 将 解 向 量 % 代 回 到 线性 方程 组 Ax = 上 中 ， 看 是 否 
成 立 。 
2.2.1 采用 部 分 选 主 元 的 LU 分 解法 
上 述 的 LU 分 解 过 程 假 定 了 对 角 元 是 非 零 的 。 实 际 上 不 但 要 求 对 角 元 是 非 堆 
的 ， 还 要 求 对 角 元 与 其 他 非 零 元 具有 相同 的 数量 级 。 考 察 如 下 线性 方程 组 的 解 : 
ene am 
2 ille] L5 
通过 观察 ， 很 容易 得 出 此 线性 方程 组 的 解 为 


x 一 2 




















X= 1 


ea 0 | 
L= 
2 (1-2x10") 


1 10” 
| 
0 1 


采用 前 代 方 法 求解 哑 向 量 y 得 到 : 

yi =10! 

_(5-2x10")_ 

251 -2x10®) 
采用 回 代 方法 求解 Uy =x 得 到 

X, =J) ~l 

x, =10"° -10"°x, ~0 
这 里 ，x, 的 解 是 正确 的 ， 而 x 的 解 是 完全 不 对 的 。 为 什么 会 发 生 这 种 情况 呢 ? 问 
题 是 式 (2.30) 中 的 10-" 对 大 多 数 计算 机 来 说 是 太 接 近 于 零 了 。 但 是 ， 如 果 将 
式 (2. 30) 进行 整理 ， 变 为 


re El- E] (2.31) 


然后 ， 再 进行 LU 分 解 ， 则 得 到 


而 4 的 LU 分解 因子 为 





1 
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WE [alt y 变 为 


通过 回 代 ， 得 到 x 为 


5 1 
yr Tyl) =2 


这 与 通过 观察 得 到 的 解 相 同 。 因 此 ， 即 使 对 角 元 不 是 精确 等 于 零 ， 将 方程 组 的 次 
序 进行 重新 排列 以 使 最 大 数值 的 元 素 位 于 对 角 元 上 ， 仍 然 是 一 种 好 的 做 法 。 这 种 
做 法 被 称 为 “ 选 主 元 ”， 并 导致 了 式 (2.18) 中 的 置换 矩阵 P, 

由 于 Crout 算法 从 第 1 列 和 第 1 行 开始 逐 列 和 逐 行 计算 矩阵 QO， 因此 只 能 实 
施 “ 部 分 选 主 元 ”， 也 就 是 只 有 QO (对 应 地 4) 的 行 可 以 相互 交换 ， 而 列 必须 保 
持 不 变 。 为 了 选择 最 好 的 主 元 ， 需 要 在 第 j 个 对 角 元 (在 LU 分 解 的 第 j 步 ) 下 
面 的 列 元 素 中 选择 绝对 值 最 大 的 元 素 ， 然 后 将 该 元 素 所 在 行 与 第 7 行 相互 交换 。 
上 述 选 主 元 策略 可 以 简洁 地 表述 为 




















部 分 选 主 元 策略 

(1) 在 LU 分 解 的 第 j 步 选择 第 上行 作 为 交换 行 ，& 的 选择 满足 如 下 条 件 : 
lg;| = max|g,| X k =j, yn (2. 32) 

(2) 将 第 j 行 与 第 行进 行 交 换 ， 同 时 更 新 4、P 和 0。 


置换 矩阵 已 是 由 0 和 1 构成 7 
的 矩阵 ， 它 等 于 一 系列 初等 置换 
和 矩阵 P** 的 乘积 ， 这 里 Ph dem 
j 行 与 第 k 行 相交 换 的 初等 置换 条 ee : 

阵 。 初 等 置换 矩阵 P* 如 图 2. 2 所 | eevee Ds | | 
示 ， 它 由 单位 矩阵 通过 交换 第 1/ eo 
行 和 第 大 行 得 到 。 通 过 左 乘 合适 7”= aie 
的 P“ 就 能 实现 选 主 元 的 目的 。 fee 1 0 k 
因为 这 仅仅 是 行 的 交换 ， 未 知 向 a 

量 中 的 元 素 次 序 没有 变化 。 S 

例 2.4 采用 部 分 选 主 元 方 1y 
法 重 做 例 2. 3。 l 

解 2.4 为 方便 起 见 将 4 重 图 2.2 初等 置换 矩阵 尸 和 
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写 如 下 : 
1 3 4 8 
2 123 
A= 
4 3 5 8 
9 2 7 4 


对 于 j=1， 0 的 第 1 列 就 是 4 的 第 1 列 ， 利 用 式 (2.32) 的 选 主 元 策略 ,第 1 列 
中 gq 的 绝对 值 最 大 ， 因 此 将 第 4 行 和 第 1 行 交 换 。 对 应 的 初等 置换 矩阵 PP 


0 0 0 1 
piso 1 0 0 
0 0 1 0 
1 0 0 0 
对 应 的 和 矩阵 4 变 为 
9 2 7 4 
po 2 1 2 3 
4 3 5 8 
1 3 4 8 
而 7=1 时 的 和 矩阵 Q 为 
| 2 7 4 
9 9 9 9 
Q=|2 
4 
L1 
当 j=2 时 , 计算 0 第 2 列 得 到 的 结果 是 
2 7 4 
9 9 9 9 
5 
2 了 
| 
9 
25 
og 





对 第 j 列 主 对 角 元 下 面 的 元 素 进 行 最 大 值 搜 索 , 第 j 列 (这 里 为 第 2 列 ) 的 第 4 
行 元 素 绝对 值 最 大 ， 因 此 第 2 行 与 第 4 行 交 换 ， 产 生 的 初等 置换 矩阵 PP" 为 
1 0 0 


0 
0 1 
1 0 
0 0 
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类 似 地 ， 更 新 后 的 4 为 








9 2 7 4 
1 3 4 8 
4 3 5 8 
2 12 3 
而 产生 的 矩阵 Q 为 
2 7 4 
? 9 9 9 
| 25 29 68 
9 25 25 
Q= 区 
9 
2 > 
当 j=3 时 ,计算 0 第 3 列 得 到 的 结果 是 
2 7 4 
9 7 
29 68 
25 25 


小 





vja ejo LN ol 
= 
P 





这 种 情况 下 ， 主 对 角 元 具有 最 大 的 绝对 值 ， 因 此 不 用 再 选 主 元 。 继 续 计算 0 的 
第 3 行 得 到 





p 2 7 4 
“9 T p 
3 %2 6 
9 25 25 
Q= 
4 9 4 2 
9 25 14 
5 1 
2 9 5 





最 后 ， 计 算 qu 得 到 最 终 的 矩阵 Q 为 
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Ee 2 7 4 
2 9 9 g 
1 2 22 68 
9 25 25 
Q= 
4 19 4 _12 
9 25 14 
5 i 3 
L“ 9 5 7 
置换 矩阵 尸 等 于 上 述 2 个 初等 置换 矩阵 的 乘积 ; 
PoP Pl 
0001 
_|1 0 0 0 
~|0 0 1 0 
0 10 0 


上 述 结果 可 以 通过 检查 PA = LU 而 得 到 验证 。 而 前 代 和 回 代 计算 将 对 修正 过 的 向 
量 b' =Pb 进行 。 
2.2.2 采用 完全 选 主 元 的 LU 分 解法 

采用 完全 选 主 元 的 另 一 种 LU 分 解 方法 是 Gauss 方法 。 这 种 方法 将 产生 2 个 
置换 矩阵 : 一 个 用 于 行 交 换 ， 如 在 部 分 选 主 元 中 那样 ， 男 一 个 用 于 列 交 换 。 采 用 
这 种 方法 ，LU 因子 满足 





P,AP, =LU (2. 33) 
因此 ， 为 了 对 线性 方程 组 4x =b 进行 求解 ， 需 要 采用 略微 不 同 的 方法 。 与 部 分 选 
主 元 情况 相同 ， 置 换 和 矩阵 P 左 乘 线性 方程 组 得 
P,Ax =P,b =b" (2. 34) 
现在 ， 定 义 一 个 新 的 向 量 z 为 


x=P,z (2. 35) 
然后 ， 将 式 (2.35) 代入 到 式 (2.34) 中 得 
PAP,z = P,b =b’ (2. 36) 
LUz =b' 





HEP, sE (2.36) 可 以 通过 前 代 和 回 代 求 解 出 z。 一旦 求 出 z， 解 向 量 x 就 可 以 
根据 式 (2.35) 求 出 。 

在 全 主 元 方法 中 ，LU 分 解 的 每 一 步 ， 都 会 对 行 和 列 进行 交换 以 使 绝对 值 最 
大 的 元 素 交 换 到 对 角 元 位 置 。 主 元 从 余下 的 和 矩阵 元 素 中 搜索 ， 包 括 对 角 元 下 面 的 
元 素 和 对 角 元 右面 的 元 素 。 
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全 主 元 策略 
(1) 在 LU 分 解 的 第 7 步 ， 按 如 下 条 件 选 择 主 元 : 
lg;| = maxlqy l 对 k=j,…,n 和 7 =j,*…,n (2. 37) 
(2) 交换 对 应 的 行 并 相应 地 更 新 A4、P 和 0。 
对 A 进行 LU 分 解 的 Gauss 算法 
(1) 将 和 矩阵 0 初始 化 为 零 矩 阵 ， 令 j=1; 
(2) ROEE Q 的 第 j 列 (矩阵 工 的 第 j 列 )， 使 之 等 于 残余 和 矩阵 4 的 第 j 
列 ， 其 中 4 =A, B 








qy=ay 对 k=j,…,n (2. 38) 
(3) 如 果 7=n， 则 停止 。 
(4) 假定 qj 关 0, RS Q 的 第 j 行 (U 的 第 j 行 ) 为 


G) 


In = = I k=j+l, e,n (2. 39) 
(5) HeHR AY PRE ASO, Bp 
al sa? — FQ 对 2=j+1,…,n Mk=ajt lyin (2. 40) 


(6) 设 令 j=j+1， 转 到 步骤 (2)。 

Gauss 和 矩阵 LU 分 解 算法 的 乘除 法 次 数 与 Crout 的 LU 分 解 算 法 相同 。Crout 算 
法 对 和 矩阵 A 的 每 个 元 素 只 计算 1 次 ， 而 Gauss 算法 的 每 一 步 都 要 对 和 矩阵 4 的 元 素 
进行 更 新 。Crout 算法 相 比 于 Gauss 算法 的 一 个 优点 是 矩阵 4 的 每 个 元 素 只 使 用 

一 次 。 由 于 每 个 多 是 a, 的 函数 ， 而 a, 以 后 再 也 不 会 被 使 用 ， 因 此 元 素 /可 以 履 
盖 掉 元 素 ur。 这 样 ， 就 不 需要 在 内 存 中 存储 2 Fn xn WERE (AMO), REF 
储 一 个 矩阵 就 够 了 。 

Crout 算法 和 Gauss 算法 只 是 众多 的 LU 分 解 算 法 中 的 两 种 。 其 他 算法 还 包括 
Doolittle 算法 和 双 因 子 算法 “| 等 。 这 些 算法 中 的 大 多 数 具 有 相同 的 乘除 法 次 
数 ， 当 在 传统 的 串 行 计算 机 上 实现 时 ， 其 性 能 只 有 微小 的 差别 。 但 是 ， 当 考虑 开 
放 内 存 、 存 储量 和 并 行 计 算 时 ， 这 些 算法 会 有 巨大 差别 。 因 此 ， 应 当 明 智 地 选择 
LU 分 解 的 算法 ， 使 其 适合 所 应 用 的 场合 和 所 采用 的 计算 机 结构 。 


2.3 条 件数 与 误差 传播 





























Gauss 消去 法 和 LU 分 解法 被 认为 是 直接 法 ， 因 为 它们 通过 有 限 步 就 能 够 计 
算出 解 向 量 *”=4- 5， 并 不 需要 迭代 过 程 。 在 具有 无 限 精度 的 计算 机 上 ， 直 接 
法 会 得 出 精确 解 x”。 但 是 ， 由 于 计算 机 是 有 限 精 度 的 ， 因 而 所 获得 的 解 也 只 有 
有 限 精 度 。 和 矩阵 的 “条 件数 ”是 一 种 用 来 衡量 解 的 精确 程度 的 有 用 指标 。 甜 阵 A 

条 件数 一 般 定义 为 
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(2. 41) 





À min 
AP, Ana M A pi RIER ATA 的 最 大 和 最 小 特征 值 。 不 管 矩阵 4 本 身 的 特征 值 
FES BORE, ATA 的 特征 值 是 实数 并 且 非 负 。 

和 矩阵 的 条 件数 是 该 矩阵 特征 向 量 线性 独立 性 的 一 种 度量 。 奇 异 和 矩阵 至 少 有 一 
个 零 特 征 值 ， 并 且 包 含 至 少 一 个 退化 行 〈 即 该 行 可 以 通过 其 他 行 的 线性 组 合 来 
表示 ) 。 单 位 矩阵 的 所 有 特征 值 为 1， 其 特征 向 量 是 最 线性 独立 的 ， 它 的 条 件数 
为 1。 如 果 一 个 矩阵 的 条 件数 大 大 超过 1， 那 么 就 称 该 矩阵 是 “病态 的 "”。 条 件 
数 越 大 ,求解 过 程 相对 于 4 的 元 素 的 微小 变化 就 越 敏感 ， 解 向 量 包 含 数值 误差 
的 可 能 性 就 越 大 。 

由 于 在 求解 过 程 中 引入 的 数值 误差 ， 计 算得 到 的 式 (2.1) AYR ae RRA Te 
其 精确 解 x”， 设 两 者 存在 的 误差 为 Ax。 其 他 误差 ， 如 近似 误差 、 测 量 误差 和 舍 
入 误差 等 ， 也 会 引入 到 和 矩阵 4 和 向 量 5 中 。Gauss 消去 法 产生 的 解 大 致 具有 下 式 
描述 的 十 进 制 正确 位 数 . 









































tlogi0o8 — logok (A) (2. 42) 
WF, t 是 尾数 的 位 长 (对 于 典型 的 32 位 二 进 制 字 , 2-24), B 是 基 (对 二 进 制 
运算 , B=2)， 而 «是 和 矩阵 4 的 条 件数 。 式 (2. 和 2) 的 一 种 解释 是 ， 在 Gauss 消 
去 过 程 (因此 也 是 LU 分 解 过 程 ) 中 ,方程 的 解 将 会 损失 大 约 logor 的 精确 位 
数 。 基 于 算 阵 元 素 的 已 知 精度 、 条 件数 和 机 器 精度 ， 可 以 对 数值 解 的 精度 做 
出 预测 :1 。 











2.4 松弛 法 


松弛 法 本 质 上 是 迭代 法 ， 它 产生 一 系列 向 量 ， 理 想 条 件 下 会 收敛 于 解 x”= 
4A“b。 松 弛 法 可 以 以 多 种 方式 应 用 于 求解 式 (2.1)。 在 所 有 情况 下 ,采用 松弛 
法 的 一 个 主要 优势 来 自 于 不 需要 对 一 个 大 型 线性 方程 组 进行 直接 求解 ， 并 且 可 以 
有 效 地 利用 该 方程 组 的 一 些 潜在 特性 (这些 特 性 目前 是 相对 不 变 的 )。 此 外 ， 随 
着 并 行 处 理 技术 的 出 现 ， 松 弛 法 比 直 接 法 更 容易 实现 并 行 计算 。 最 常用 的 两 种 松 
弛 法 是 Jacobi 法 和 Gauss - Seidel HE! 。 

这 些 松 弛 法 可 以 应 用 于 求解 线性 方程 组 : 

1 (2. 43) 

松弛 法 的 一 种 通用 做 法 是 定义 一 个 “分 裂 矩阵 ”M， 使 得 式 (2.43) 可 以 重 写 
成 如 下 的 等 价 形式 : 

















Mx =(M-A)x +b (2. 44) 
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这 种 分 裂 方 法 可 以 导出 如 下 的 迭代 过 程 : 
Mx®*)=(M-A)x' tb  k=1,=,% (2. 45) 

式 中 , k EARR, TARARE x? Pek BP AE RA) et 
x! a 通过 选择 不 同 的 矩阵 MT RH ANT RR TTIA. PSA AY A he 
ERRARE E M 使 得 上 述 向 量 序列 容易 计算 ， 并 且 能 够 快速 收敛 到 解 。 

设 4 被 分 裂 成 L+D+U， 其 中 工 是 严格 下 三 角 和 矩阵 , D EXT SARE, m U 
是 严格 上 三 角 和 矩阵 。 注 意 ， 这 些 和 矩阵 是 不 同 于 LU 分 解 时 所 得 到 的 过 和 忌 的 。 那 
么 采用 Jacobi 松弛 法 求解 向 量 x 的 迭代 式 为 




















x = ~-D-'((L+U)x* -b) (2. 46) 
或 等 价 地 写成 标量 形式 : 
en =~ $ (Set + 1sisn,kZ2O0 (2. 47) 
在 Jacobi 松弛 法 中 ， 向 量 x**' 所 有 元 素 的 更 新 只 用 向 量 x* 的 元 素 。 因 此 这 种 方法 
有 时 也 称 为 同时 替换 法 。 
Gauss — Seidel 松弛 法 是 类 似 的 : 
x =-(L+D) (Ux -b) (2. 48) 
或 用 标量 形式 ; 
i-l n b. 
yi se aa Qj |g 一 Be Nee 1<i<n,k=O (2.49 
2 局 i 22) ’ i aii is = 


Gauss — Seidel 法 的 优势 是 每 个 新 的 更 新 “”… NRCP IT TT GE RP SB 9 EL 
wy 2。 由 于 状态 是 一 个 接 一 个 被 更 新 的 ， 新 数值 可 以 存储 在 老 数 
值 所 占 的 位 置 上 ， 从 而 减 小 了 存储 的 需求 。 

由 于 松弛 法 是 迭代 的 ， 确 定 在 什么 条 件 下 能 保证 收敛 到 如 下 的 精确 解 是 必须 
的 : 








x” =Aq'D (2. 50) 
众所周知 ， 对 于 任意 的 初始 猜想 值 x*”，jJacobi 松弛 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 如 下 
和 矩阵 的 所 有 特征 值 落 在 复 平 面 的 单位 圆 内 '”]。 
M,A -D"'(L+U) (2.51) 
类 似 地 ， 对 于 Gauss - Seidel 松弛 法 ， 相 应 的 收敛 条 件 是 如 下 和 矩阵 的 所 有 特 
征 值 落 在 复 平面 的 单位 圆 内 。 
MosA-(L+D) UV (2. 52) 
实际 上 上， 这些 条 件 是 难以 确认 的 。 但 存在 几 个 容易 确认 的 更 一 般 性 的 条 件 ， 
可 以 保证 收敛 。 特 别 地 ， 如 果 4 是 严格 对 角 占 优 的 ， 那 么 不 管 是 Jacobi 松弛 法 还 
是 Gauss - Seidel 松弛 法 ， 都 能 保证 收敛 到 精确 解 。 
初始 向 量 x* 可 以 是 任意 的 , 但 是 ， 如 果 存 在 解 的 更 好 的 猜想 值 ， 就 应 该 使 
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用 之 ， 这 样 能 够 更 快速 地 收敛 到 指定 精度 下 的 精确 解 。 

一 般 地 对 大 多 数 问题 ，Gauss - Seidel 法 比 Jacobi 法 收敛 速度 快 。 如 果 4 是 一 
4 F = FARE, Gauss - Seidel 法 可 以 通过 1 次 迭代 收敛 到 精确 解 ， 而 Jacobi 法 则 
需要 次 迭代 才能 收敛 到 精确 解 。 但 Jacobi 法 也 有 其 优点 ， 即 每 次 近 代 计算 时 ， 
we! 是 独立 于 所 有 其 他 的 x?*” Gei) 的 ; 这 样 ， 所 有 wt” 的 计算 可 以 并 行 处 理 。 
因此 ， 这 种 方法 非常 适合 于 并 行 处 理 '*|。 

不 管 是 Jacobi 法 还 是 Gauss - Seidel 法 ， 都 可 以 被 一 般 化 为 分 块 Jacobi 法 和 
分 块 Gauss - Seidel 法 。 即 4 PAPA AIRF L+D +U, FP, D 是 分 块 对 角 
和 矩阵 ,LL 和 U0 分别 是 分 块 下 三 角 和 矩阵 和 分 块 上 三 角 和 矩阵 。 分 块 情况 与 标量 情况 相 
同 ， 也 存在 收敛 的 充分 必要 条 件 ， 即 M 和 Ms 的 特征 值 必须 落 在 复 平 面 的 单位 
AN, 

Gil 2.5 采用 (1) Gauss - Seidel 法 和 (2) Jacobi 法 求解 如 下 方程 。 

-10 2 3 6 1 
0 -9 1 4 2 
2 6 -12 2 3 
3 1 0 -8 4 
fi 2.5 采用 由 式 (2.49) 给 出 的 Gauss - Seidel 法 ， 当 初始 向 量 x =[0000] 
时 得 到 如 下 的 迭代 序列 : 














(2. 53 ) 


xy Xz x3 X4 

0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 
-0.1000 -0.2222 -0.3778 -0.5653 
-0.5969 -0.5154 -0.7014 -0.7883 
-0.8865 -0.6505 -0.8544 -0.9137 
-1.0347 -0.7233 -0.9364 -0.9784 
-1.1126 -0.7611 -0.9791 -1.0124 
-1.1534 -0.7809 -1.0014 -1.0301 
-1.1747 -0.7913 -1.0131 -1.0394 
-1.1859 -0.7968 -1.0193 -1.0443 
-1.1917 -0.7996 -1.0225 -1.0468 
-1.1948 -0.8011 -1.0241 -1.0482 
-1.1964 -0.8019 -1.0250 -1.0489 
-1.1972 -0.8023 -1.0225 -1.0492 
-1.1976 -0.8025 -1.0257 -1.0494 
-1.1979 -0.8026 -1.0259 -1.0495 
-1.1980 -0.8027 -1.0259 -1.0496 


Gauss — Seidel 法 已 收敛 到 人 解 
x=[ -1.1980 -0.8027 -1.0259 -1.0496]' 
采用 由 式 (2. 47) 给 出 的 Jacobi 法 ， 当 初始 向 量 x = [0 000]' 时 得 到 如 下 
的 迭代 序列 : 








SFTFRFBCOTTSCPo 和 Fm wWN HK] 
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k Xl Xa x3 Xy 

1 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 
2 -0.1000 -0.2222 -0.2500 -0.5000 
3 -0.5194 -0.4722 -0.4611 -0. 5653 
4 -0.6719 -0.5217 -0.6669 -0.7538 
5 -0.8573 -0.6314 -0.7500 -0.8176 
6 -0.9418 -0.6689 -0.8448 -0.9004 
7 -1.0275 -0.7163 -0.8915 -0.9368 
8 -1.0728 -0.7376 -0.9355 -0.9748 


9 -1.1131 -0.7594 -0.9601 -0.9945 
10 -1.1366 -0.7709 -0.9810 -1.0123 
11 -1.1559 -0.7811 -0.9936 -1.0226 
12 -1.1679 -0.7871 -1.0037 -1.0311 
13 -1.1772 -0.7920 -1.0100 -1.0363 
14 -1.1832 -0.7950 -1.0149 -1.0404 
15 -1.1877 -0.7974 -1.0181 -1.0431 
16 -1.1908 -0.7989 -1.0205 -1.0451 
17 -1.1930 -0.8001 -1.0221 -1.0464 
18 -1.1945 -0.8009 -1.0233 -1.0474 
19 -1.1956 -0.8014 -1.0241 -1.0480 
20 -1.1963 -0.8018 -1.0247 -1.0485 
21 -1.1969 -0.8021 -1.0250 -1.0489 
22 -1.1972 -0.8023 -1.0253 -1.0491 
23 -1.1975 -0.8024 -1.0255 -1.0492 
24 -1.1977 -0.8025 -1.0257 -1.0494 
25 -1.1978 -0.8026 -1.0258 -1.0494 


Jacobi 法 所 收敛 到 的 解 与 Gauss - Seidel W48], ERE PRAWI 2.3 
所 示 ， 该 图 采用 半 对 数 刻 度 ， 而 误差 定义 为 |(x; -xy ) |(i=1,…,4) 的 最 大 值 。 
Gauss — Seidel 法 和 Jacobi 法 都 呈现 出 线性 收敛 特性 ， 但 Gauss - Seidel 法 的 斜率 
更 陡 ， 因 而 在 相同 的 初始 值 下 能 更 快 地 收敛 到 误差 限 内 。 
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图 2.3 Gauss - Seidel EFi Jacobi 法 的 收敛 速度 
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例 2.6 采用 Jacobi 迭代 法 重 做 例 2.2。 
解 2.6 再 次 采用 例 2.5 中 的 迭代 过 程 ， 得 到 如 下 的 Jacobi EARP : 








k xy Xa x3 Xy 

1 0 0 0 0 
2 1. 0000 1. 0000 0. 2000 0. 2500 
3 一 4. 8000 —2. 1500 — 1. 6000 一 2. 8500 
4 36. 6500 22. 3500 9. 8900 14. 9250 
5 |-225.0100 -136.8550 -66.4100 -110.6950 





显然 ， 上 述 迭 代 序 列 是 不 收敛 的 。 为 了 理解 为 什么 它们 是 发 散 的 ， 考 察 Ja- 
cobi 迭代 和 矩阵 : 











M, = -DCL+D) 
0.00 -3.00 -4.00 -8.00 
-2.00 0.00 -2.00 -3.00 
-0.80 -0.60 0.00 -1.60 
-2.25 -0.50 -1.75 0.00 
1 的 特征 值 为 





-6. 6212 
4. 3574 
1. 2072 
1. 0566 
都 大 于 1 并 落 在 单位 圆 外 。 因 此 ,不 管 取 什么 初始 值 ，Jacobi 法 都 不 能 收敛 ， 因 
而 不 能 用 来 求解 例 2. 2 的 方程 组 。 
WARE CEE MA Mes 的 最 大 特征 值 小 于 1 但 几乎 等 于 1， 那 么 收敛 过 程 将 
非常 慢 。 这 种 情况 下 ,希望 引入 一 个 加 权 因 子 o 来 改善 收敛 的 速度 。 根 据 





x l=-(L+D) (Ux -b) (2. 54) 
得 到 
att) =x" -D (Lx**! +(D+U)x* -b) (2.55) 
带 有 加 权 因 子 w 的 一 种 新 的 迭代 方法 为 
x =x" -wD (Lx +(D4+U)x' -b) (2. 56) 


这 种 方法 被 称 为 “逐次 超 松弛 (SOR)” 法 ， 其 中 松弛 系数 w >0。 注 意 ， 如 果 松 
弛 和 迭代 收敛 ， 它 们 会 收敛 到 解 x”=4- b, SOR 法 收敛 的 一 个 必要 条 件 是 0 <w < 
2 。 除 了 很 少 的 简单 情况 外 ， 计 算 w 的 最 优 值 是 困难 的 。 通 常 通过 试 错 的 方法 
确定 最 优 值 ， 但 是 分 析 表 明 ， 对 于 n >30 的 线性 方程 组 ， 最 优 的 SOR 方法 可 以 
比 Jacobi 方法 快 40 W, BEE n 的 增 大 ， 对 收敛 速度 的 改进 将 更 加 明显 。 
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另 一 种 求解 方程 组 Ax =b 的 常用 迭代 法 是 “ 共 箔 梯度 ”法 。 这 种 方法 可 以 

认为 是 对 如 下 函数 逐次 沿 射线 方向 进行 最 小 化 的 方法 。 
E(x) = || Ax -b ||? (2.57) 

这 种 方法 的 一 个 有 吸引 力 的 特点 是 ， 如 果 和 矩阵 4 是 正定 的 ,那么 可 以 保证 
至 多 在 n 步 内 收 鳅 (忽略 舍 入 误差 )。 如 果 和 矩阵 4 SER AK AY, FEO LE 
法 比 Gauss 消去 法 要 常用 得 多 ， 这 种 情况 下 可 以 在 不 到 n 步 内 得 到 解 ， 特 别 是 当 
矩阵 4 的 性 态 很 好 时 。 如 果 和 矩阵 4 是 病态 的 ， 那 么 舍 入 误差 可 能 会 导致 步 迭 代 
后 仍然 得 不 到 足够 精确 的 解 。 

ERMEE P, FAR T E 
索 方向 mr 和 参数 a, ERZ f(x, - aipi) 
WA p, Jr EME, EWE rt SEF x" - 
a,p,, PAYEE Tr AMET. MAp 
BEX AUUER , ARE eR Bj — REE 
的 射线 即 正 交 扩展 相关 。 因 此 ， 共 轿 梯 度 法 
可 简化 为 产生 正 交 向 量 并 寻找 合适 系数 来 表 
示 所 期 望 解 的 过 程 。 共 力 梯 度 法 可 以 用 
图 2.4 来 说 明 , 设 * 表示 精确 解 (但 未 
知 )，x“ 是 一 个 近似 解 ， 而 Ax* =x* -x”， 给 12.4 SHWE IS 
定 任何 搜索 方向 mr ， 从 此 直线 到 x* ”的 最 小 距离 可 以 通过 构建 垂直 于 此 直线 而 连 
Bea AY Aa! 来 实现 。 由 于 精确 解 是 未 知 的 ， 因 而 构造 的 残 差 须 与 mm 垂直 。 不 管 
新 的 搜索 方向 怎样 选择 ， 此 残 差 的 范 数 将 不 会 增加 。 

所 有 求解 Ax =b 的 迭代 法 都 定义 一 个 如 下 的 迭代 过 程 : 

at =x tO, Daas (2. 58) 

式 中 ，x TEEPE, a ERR, 由 定义 一 个 在 RST I], SRS 
此 方向 更 新 估计 值 。 



























































设 第 大 步 的 残 差 向 量 为 
六 =4x —b (2.59) 
而 误差 函数 由 下 式 给 出 : 
E,(x*) = || Ax* -b ||? (2. 60) 
那么 在 +1 步 使 误差 函数 最 小 化 的 系数 为 
| Abr, | 


iy Re A (2. 61) 
PW Apia I? 
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上 式 的 几何 解释 是 沿 着 pi , ,定义 的 射线 方向 使 ,最 小 化 。 更 进一步 ， 一 种 改进 
的 算法 是 在 由 两 个 向 量 张 成 的 平面 内 寻找 ,的 最 小 值 ， 即 








ae =x" + Qi (Prai +Biyi0i41) (2. 62) 
APF, WR p,a M co 在 尽 空 间 张 成 一 个 平面 。 当 所 选择 的 向 量 正 交 ， 即 满足 
(Api a1 AC 41) =0 (2. 63) 





ET, AT Eee PAE, IMC EPEAT [a] AARC AY, BN (2. 63) 
中 的 < .> 表示 内 积 。 满 足 式 (2.63) 正 交 条 件 的 向 量 被 称 为 关于 算 子 4 .4 相互 
Fey, Hep AE A 的 共 罗 转 置 。 选 择 合 适 向 量 的 一 种 方法 是 选择 7, ,, p IES, 
这 样 就 不 需要 在 每 一 步 中 确定 两 个 正 交 向 量 。 虽 然 这 简化 了 和 迭代 过 程 ， 但 在 产生 
向 量 p 时 存在 隐 性 的 递归 依赖 性 。 

求解 Ax =b AUFERO BE BEF IE 

初始 化 : &k=0, Fl 




















To =Ax° -b (2. 64) 
Po = -A'ro (2. 65) 
WR |r, || Se, W 

A'r, I? 

Oh at = | a I (2. 66 ) 
| Ap, || 

att) =x to, py (2. 67) 
ri =4x —b (2. 68 ) 

lAr | 
万 二 一 2. 69 
e5 An T ee 
Prai = -ATr + By. Py (2. 70) 
k=k+1 (2.71) 





XE ER AYE EERE A, SEMPRA RAE n 步 内 得 到 解 ( BURA 
误差 ) 。 这 是 由 了 个 方向 向 量 po p 、… 必 定 会 张 成 一 个 解 空间 而 得 出 的 直接 结 
果 。 有 限 步 终 止 是 共 斩 梯 度 法 相对 于 诸如 松弛 法 等 其 他 迭代 法 的 一 个 巨大 优势 。 

例 2.7 用 共 恩 梯度 法 重新 计算 例 2.5。 

解 2.7 为 方便 起 见 将 例 2.5 的 问题 重 写 如 下 : 

-10 2 3 6 





(2.72) 


并 且 x*= [0000]" 
初始 化 : Sk=1, FH 
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-1 
rm = Ax -b= ， (2. 73) 
-4 
8 
a 6 
p= -4m=| 3 (2.74) 
cme) 
初始 的 误差 为 
E, = || ra ||? = (5. 4772)? =30 (2.75) 
第 1 次 迭代 
a, ATONE og 0049 (2. 76) 
| Apo Il 
0. 0389 
x! =x +a,p, = ee (2.77) 
-0.1507 
-0.0583 
-2. 1328 
， -2. 6466 
r, =Ax -b= (2. 78) 
- 1. 0553 
~ 3, 3874 
B, = | ae | i =0. 1613 (2.79) 
[Aro Il 
-7.7644 
p, = -Ar +B,p, = J (2. 80) 
-8.6195 
-3.5414 
对 应 的 误差 为 
E, = | ”=(4.9134)” =24. 1416 (2.81) 
类 似 地 ， 第 2 ~4 次 迭代 如 下 : 
a r, B, Ir I 
一 0. 3211 -1.5391 
2 0. 0464 ma Bea 2. 5562 3. 8895 
一 0. 5504 0. 2254 
一 0. 2225 一 3. 5649 
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(#) 
k Oy, xt Th B, Pr lr l 
「 -0.9133 -1.5779 — 33.5195 
一 0. 7942 一 0. 6320 一 1. 0021 
3 0. 0237 0. 7949 1. 8322 
一 0. 8988 -0.6146 — 14. 9648 
L -0. 9043 一 0. 2998 一 17. 1040 
F -1.1981 0. 0000 0. 0000 
一 0. 8027 0. 0000 0. 0000 
4 0. 0085 0. 0000 0. 0000 
— 1.0260 0. 0000 0. 0000 
L -1.0496 0. 0000 0. 0000 








TEMAS AE TORE), ERER 4 步 收敛 。 

ANEW RE, XFER PETS BZ, FES REI Jr ts EYE RPE KK 
超过 LU OPA SEPO RR RATE OP AOL PB Ase: 第 1 种 情况 是 矩阵 
JER AIF AAR GL; 第 2 种 情况 是 矩阵 具有 特殊 结构 ，LU 分 解 不 容易 处 理 。 在 
有 些 情况 下 ， 共 箔 梯度 法 的 收 和 敛 速 度 可 以 通过 “ 预 处 理 ” 而 得 到 改进 。 

正如 在 Gauss - Seidel 和 Jacobi 迭代 中 所 看 到 的 ， 和 迭代 算 法 的 收敛 速度 与 迭 
代 和 矩阵 的 特征 值 频谱 紧密 相关 。 因 此 ， 采 用 重新 定 标 或 矩阵 变换 的 方法 将 原始 方 
程 组 变换 成 具有 更 好 和 矩阵 特征 值 频谱 的 方程 组 ， 将 能 够 大 大 提高 收敛 的 速度 。 这 
个 过 程 被 称 为 预 处 理 。 已 开发 出 了 针对 稀 玖 矩阵 的 多 个 系统 性 的 预 处 理 方法 ， 其 
中 最 基本 的 做 法 是 将 方程 组 














Ax =b 
变换 成 等 价 的 方程 组 
M-'Ax=M-b 
式 中 ，M- 用 来 近似 4 。 例 如 ， 此 种 方法 可 用 于 非 完 整 的 LU 分 解 ， 即 使 用 LU 
分 解 但 所 有 的 填 人 被 忽略 。 如 果 和 抢 阵 4 是 对 角 占 优 的 ，M… 的 一 个 简单 近似 是 














M' = A(2,2) (2. 82) 





L A(n,n) 

这 种 预 处 理 策略 将 线性 方程 组 重新 定 标 ， 使 得 对 角 线 上 的 元 素 全 部 相等 。 这 种 处 
理 可 以 补偿 元 素 大 小 上 的 数量 级 的 差别 。 注 意 ， 重 新 定 标 对 和 矩阵 固有 的 病态 特性 
并 没有 任何 作用 。 
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例 2.8 采用 预 处 理 的 方法 重 做 例 2.7。 
解 2.8 设 M-! 采 用 式 (2.82) 的 形式 ， 因 此 有 
Poi 


M-!= (2. 83) 





1.0000 -0.2000 -0.3000 -0.6000 
a 0.0000 1.0000 -0.1111 -0.4444 
A’=M-1A= (2. 84) 
-0.1667 -0.5000 1.0000 -0.1667 


-0.3750 -0. 1250 0. 0000 1. 0000 





-—0. 1000 
一 0. 2222 
b'=M-1b = (2. 85) 
-0. 2500 
-—0. 5000 
求解 4x = b', RMHP EAS BI OP AR PEP 
k Ex 
00.6098 

1 0. 5500 

2 0. 3559 

3 0. 1131 

4 0. 0000 


虽然 也 要 用 4 步 迭 代 才 收敛 ,但 注意 在 <4 时 ， 其 误差 与 例 2.7 的 情况 相 
比 要 小 很 多 。 对 于 大 型 线性 方程 组 ， 可 以 想象 误差 将 会 足够 快速 地 下 降 ， 以 至 于 
在 第 n 步 迭 代 之 前 就 可 以 终止 。 如 果 只 需要 x 的 一 个 近似 解 ， 这 种 方法 也 是 很 有 
用 的 。 





2.6 广义 最 小 残 差 法 


如 果 和 矩阵 4 既 不 是 对 称 的 ， 也 不 是 正定 的 ,那么 就 不 能 保证 下 式 
(AP, 1 AG 4) 
为 零 ， 从 而 搜索 向 量 不 是 相互 正 交 的 。 为 了 构成 解 空 间 的 基 ， 相 互 正 交 是 必须 
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的 。 因 此 ， 这 个 基 必 须 采用 显 式 方法 构造 。 共 轿 梯 度 方 法 的 扩展 ， 被 称 为 广义 最 
小 残 差 法 (GMRES) ， 在 如 下 向 量 张 成 的 子 空间 中 使 残 差 的 范 数 最 小 化 : 
r, Ar, 4270 ， she, Ak-1,0 

RP, HE rE TMG RIE r= |b -Ax ‖， 而 解 的 第 次 近似 就 是 从 这 个 空间 中 
选择 的 。 这 个 子 空间 是 一 个 “Krylov 子 空间 ”， 通 过 著名 的 Gram - Schmidt 方法 
将 其 正 交 化 ; 当 应 用 于 Krylov 子 空间 时 ， 这 个 正 交 化 的 过 程 被 称 为 Arnoldi 算 
法 [67] 。 在 第 下 步 ，GMRES 方法 将 Arnoldi 算法 应 用 于 构成 第 大 个 Krylov 子 空间 
的 天 个 正 交 基 向 量 上 ， 以 产生 下 一 个 基 向 量 。Arnoldi 算法 将 在 7.3 节 更 详细 地 
描述 。 每 步 计算 时 ， 用 和 矩阵 4 乘 前 面 已 求 出 的 Arnoldi 向 量 w， 然 后 ， 将 所 得 到 
的 向 量 由 对 所 有 前 面 已 求 出 的 向 量 EZRA, SEAR V=[v, mm, +, v] 构 
成 了 Krylov 子 空间 的 正 交 基 ， 而 元 是 矩阵 4 在 此 子 空间 上 的 正 交 投影 。 

像 Amoldi 算法 那样 的 正 交 和 矩阵 三 角 化 需要 确定 一 个 xn TE ZEBRA 0， 使 得 


o =|) (2. 86) 


RP, R 是 一 个 m xm 上 三 角 和 矩阵 。 这 样 ， 求 解 过 程 就 简化 为 求解 三 角 和 矩阵 方程 
Rx = Py， 这 里 的 P 由 0 的 前 mm 行 组 成 。 

为 了 将 矩阵 化 为 上 三 角 和 矩阵 ， 可 以 应 用 Givens 旋转 变换 一 次 清除 一 个 元 素 。 
Givens 旋转 变换 是 基于 如 下 算 阵 的 变换 . 



































nk a 0 a O ae 
0 cs sn 0 
(2. 87) 
0 一 Sn cs 0 
0 e 0 1 





we 0 ee 
式 中 ，cs = cos( 中 ) ，sn =sin($) ， 中 为 经 过 适当 选择 的 旋转 角 。 采 用 Givens 旋转 
变换 可 以 将 元 素 4, 变 为 零 。 
GMRES 方法 的 困难 之 一 是 随 着 的 增加 ， 需 要 存储 的 向 量 个 数 增加 ， 而 乘 
法 次 数 等 于 忆 n/2 (对 于 m xz 和 矩阵 ) 。 为 了 克服 这 个 困难 ， 此 算法 可 以 按照 迭代 
的 方式 应 用 ， 即 可 以 每 隔 m 步 重启 动 一 次 ,其 中 m 是 某 个 固定 的 整数 。 这 种 方 
法 通常 被 称 为 CMRES(m) 算法 。 
用 于 求解 Ax =b 的 GMRES(m) 算法 
初始 化 : &k=-0, 并且 
ro =Ax? -b 
e= [1 0 0 :… 0]7 
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4 |r, | Se 和 天 入 有 ss 时， 设置 
j=l 
v =r/ |r || 
s= ||rlle, 
cs= [000---0]" 
sn= [000---0]" 
“4 <m 时 
(1) Arnoldi 过 程 
(a) 构成 矩阵 吾 ， 使 得 H(i,j) = (Av) "o, i=l, …, j 
(b) Sw = Av, - BHO 
(ce) SHG +1,7) = w| 
(d) 令 Vja = w/ || w || 
(2) Givens 旋转 











(a) 计算 
| | od = 
H(i +1,j) -sn(i) cs(i) || H(i+1,j) i 
(b) $ 
ae HCO) 
HO+1) + HGJ) 
sul, BLD 





Hj +1)? +H(,)” 
(c) 求 残 差 范 数 的 近似 值 

a=cs(j)s(j) 

s(j+1) = -sn(])s()) 
s(j) =a 
TRE = Is(j +1) | 
(d) $ 
Ajj) =cs(D HO) +sn(D AG +1,5) 

H(j+1,j)=0 
(3) WRRÆ <s, W 
(a) 求解 方程 Hy =s, RH y 
(b) 作 近 似 值 更 新 





x=x—Vy 
(c) 此 过 程 已 收 僵 ,返回 。 
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(4) Sj=j+l 

(5) WR j =m 并 且 误 差 >e (重新 启动 GMRES) 
(a) 令 s= [100…0] 

(b) ff Hy =s Ky 

(c) HE x =x - Vy 

(d) 计算 >=4x -b 

(e) $&k=k+1 

例 2.9 采用 GMRES 方法 重 做 例 2.5。 

解 2.9 为 了 方便 起 见 将 例 2.5 重 写 如 下 : 








3 1 0 -8 


Hx = [(0000]', ¢=107 


j=1 采用 Arnoldi 算法 得 到 
-4. 0333 0 
6.2369 0 
0 0 
0 0 
-0. 1826 -0. 9084 
-0.3651 -0. 2654 
一 0. 5477 0. 0556 
-0. 7303 0. 3181 

应 用 Givens 旋转 变换 得 到 

cs=[ -0.5430 0 0 0] 


eo O O © 


OO 0 oo SE O © 


O O O © 


sn=[0.8397 0 0 0] 
7.4274 0 0 0 
0 0 0 0 
H= 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


s=[ -2.9743 -4.5993 0 0]! 
由 于 误差 ( = 1s(2)1 =4. 5993) KF £, j=j+1 再 重复 。 
j=2 采用 Arnoldi 算法 得 到 


(2. 88 ) 
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7.4274 2.6293 0 0 

0 -12.5947 0 0 
0 1.9321 0 0 

0 0 0 0 


-0.1826 -0.9084 -0.1721 
-0.3651 -0.2654 0.6905 
-0.5477 0.0556 -0.6728 
-0.7303 0.3181 0.2024 
应 用 Givens 旋转 变换 得 到 
cs=[ -0.5430 0.9229 0 0] 
sn = [0.8397 0.3850 0 0] 
7.4274 -12.0037 0 0 
0 5.0183 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
s=[ -2.9743 -4.2447 1.7708 0]? 
由 于 误差 ( =1s(3)1 =1.7708) KF £, j=j+1 再 重复 。 
j=3 采用 Arnoldi 算法 得 到 
7.4274 -12.0037 -3.8697 0 
0 5.0183 -0.2507 0 
0 0 -13.1444 0 
0 0 2.6872 0 


O co 2 © 


-0.1826 -0.9084 -0.1721 -0.3343 
-0.3651 -0.2654 0. 6905 0. 5652 
-0. 5477 0.0556 -0. 6728 0. 4942 
=0. 7303 0. 3181 0.2024 -0. 5697 


应 用 Givens 旋转 变换 得 到 
cs =| -0.5430 0.9229 -0.9806 0] 
sn = [0.8397 0.3850 0.1961 0] 


7.42714 -12. 0037 1.8908 0 

He 0 5.0183 -1.9362 0 
0 0 13.7007 0 

0 0 0 0 


s=[ -2.9743 -4.2447 -1.7364 -0.3473]" 


由 于 误差 ( = 1s(4)1 =0.3473) KF £, j=j+1 再 重复 。 
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J=4 采用 Arnoldi 算法 得 到 
7.4274 -12.0037 1. 8908 1. 4182 
He 0 5.0183 -1.9362 0. 5863 
0 0 13.7007 -1.4228 
0 0 0 -9.2276 
-0.1826 -0.9084 -0.1721 -0.3343 0.7404 
-0.3651 -0. 2654 0. 6905 0. 5652 0. 2468 
J 一 0. 5477 0.0556 —-0. 6728 0.4942 0. 6032 
一 0. 7303 0. 3181 0.2024 -0.5697 0. 1645 
应 用 Givens 旋转 变换 得 到 
cs=[ -0.5430 0.9229 -0.9806 1.0000] 
sn = [0.8397 0.3850 0.1961 0.0000 | 
7.4274 -12.0037 1.8908 -0.2778 
He 0 5.0183 -1.9362 -1.9407 
0 0 13.7007 -1.0920 
0 0 0 9.1919 
s=[ -2.9743 -4.2447 -1.7364 -0.3473 0.0000]" 
由 于 误差 ( = 15(5)1=0), WREKSA, 
根据 Hy =s 求解 y， 得 
—1. 8404 
E -0. 9105 (2. 89) 
一 0. 1297 
一 0. 0378 
根据 下 式 求 > 
x=x—Vy (2. 90) 
得 
-1. 1981 
-0. 8027 
ae (2.91) 
— 1. 0260 
一 1. 0496 

















这 与 前 面 的 例子 结果 一 样 。 
2.7 问题 


1. 证 明 对 于 nxn 方 阵 ， 其 LU 分 


解 所 需要 的 乘除 法 次 数 为 n(n? -1)/3。 
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2. 考察 线性 方程 组 4x =2， 其 中 
1 


= T ) j=] se 4 
eaa 


和 


1 4 
b; = > aij 
jel 
采用 只 有 4 位 十 进 制 数 的 精度 ， 用 LU 分 解法 求解 该 方程 组 。 
(a) 不 选 主 元 
(b) 部 分 选 主 元 
如 果 有 差别 的 话 ， 对 两 者 的 差别 进行 评论 。 
3. 证 明 如 下 和 矩 阵 不 存在 LU 分 解 
i 
A = 
1 1 
4. 假设 4 的 LU 分解 是 已 知 的 ， 写 一 个 算法 求解 方程 xzI4 =", 
5. 对 如 下 和 矩阵, OR A=LU (不 选 主 元 ) 和 P4 = LU (部 分 选 主 元 ) 
(a) 














6 -2 2 4 
12 -8 4 10 

A= 
3 -13 3 3 
-6 4 2 -18 

(b) 

[-2 1 2 5 
2 -1 4 1 

A= 
1 4 -3 2 
8 2 3 -6 





6. 写 一 个 基于 LU 分 解 的 算法 来 求 任意 非 奇 异 矩 阵 4 的 逆 。 
7. 求解 问题 5 (b) 中 的 方程 组 ， 其 中 








和 


(a) 采用 LU 分 解 和 前 代 / 回 代 算 法 。 

(b) 采用 Gauss - Jacobi 迭代 法 ， 需 要 几 次 迭代 ? 
(c) 采用 Gauss - Seidel 迭代 法 ， 需 要 几 次 迭代 ? 
(d) FARO REE, i BLUR? 
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(e) 采用 GMRES 方法 ,需要 几 次 迭代 ? 
设 初 始 解 


oO O O © 


迭代 算法 的 收敛 误差 指标 为 10 。 
8. 应 用 Gauss - Seidel 迭代 于 如 下 方程 
0.96326 0.81321 

poa | 

0. 88824 
me 
i x? =[0.33116 0.70000]", 并 解释 发 生 了 什么 。 
9. 采用 共 斩 梯 度 法 求解 问题 2 中 的 方程 。 
10. 采用 GMRES 方法 求解 问题 2 中 的 方程 。 
11. 考察 如 下 的 nxn 三 对 角 和 矩阵 

















a -1 
-1 a -1 
-1 a -1 
T,= 
-1 a -1 
-1 a -1 
L -l a 
式 中 ， a 是 实数 。 
(a) 验证 了 的 特征 值 由 下 式 给 出 
A; =a-2cos (j0) j=l, *…,n 
式 中 == 
nt+l 


(b) &a=2 

iL XHAMIE, Jacobi 迭代 收敛 吗 ? 

ji， 对 这 个 矩阵，Gauss - Seidel 迭代 收敛 吗 ? 

12. 求解 Ax =b AY FE Be Bh EYE AY 55 — BRIE sh OT LA SEP i 22 PRK E, (axt) = 
(xt -x,，x* -x)， 其 中 (+) RRA, HW 


hth 





=x* +AT, 
应 用 0 = -A'ro 和 Ong, = -A'r, +B,C;,, THESE IC PPE Ge AE AE o 系数 a, 和 Bi 
可 以 表示 为 
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ee Ilr, I? 
k+1 一 

+ | Oped |? 
B = rea l? 
EHO rl? 


APAT RERE OR AEB 2.7。 

13. 写 一 个 具有 2 个 输入 (A, flag) 的 子 程序 ， 对 任意 非 奇 异 和 矩阵 4， 将 输 
H (0, P), 使 得 

e flag =0, A=LU, P+I 

e flag=1, PA=LU 








其 中 
[i 0 0 [1 up ug Wp 
lL, bl, 0 0 0 1 ws Usp, 
L=| bs; db l3 0 U=|0 0 1 U3, 
Lima lae la 名 LO 0 0 =œ 1 
Q=L+U-I 
14. 对 于 如 下 的 非 奇 异 矩 阵 ， 采 用 问题 13 PRP, ORM PAQ: 
(a) 
0 0 1 
f 1 1 
2 1 0 
(b) 
107® 0 0 1 
0 0 1 4 
0 2 1 0 
1 0 0 0 


15. 写 一 个 具有 2 个 输入 (A, b) 的 子 程序 ， 对 任意 非 奇 异 和 矩阵 4， 该 子 程 
序 输出 方程 4x = b 的 解 x。 采 用 前 代 和 回 代 方 法 。 此 子 程序 应 当 与 问题 13 中 所 开 
发 的 子 程序 合并 。 

16. 采用 问题 13 和 问题 15 中 的 子 程序 ， 求解 如 下 线性 方程 组 








2 5 6 ulm] ri 
4 6 8 2 || % 

4 3 7 plal i 
1 26 3 4 1 
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很 多 系统 可 以 被 一 般 性 地 描述 为 
F(x) =0 (3.1) 
式 中 ,x 是 一 个 n 维 向 量 , 是 一 个 非 线性 映射 ,其 源 域 和 值 域 都 在 n 维 实 线性 
空间 R 中 。 映 射 玉 也 可 以 表述 为 一 个 n 维 的 函数 向 量 : 


[fi (x ,2 ss Ni) 











h(x 3 


F(x) = =0 (3.2) 


fi (X12 ,Ni ) 
式 中 至 少 有 一 个 函数 是 非 线性 的 ， 且 每 个 函数 不 一 定 包含 所 有 并 个 状态 变量 x,， 但 每 
个 状态 变量 至 少 出 现在 其 中 的 一 个 函数 中 。 一 般 地 ， 上 述 非 线性 方程 组 的 解 x * 无 法 
用 解析 式 来 表达 。 因 此 ， 非 线性 方程 组 通常 用 数值 方法 来 求解 。 在 很 多 情况 下 ， 通 过 
不 断 地 改进 近似 解 ， 可 以 找到 一 个 任意 逼近 其 真实 解 x” 的 近似 解 x*， 使 得 
F(x) ~0 

此 类 方法 通常 是 迭代 性 质 的 。 所 谓 迭 代 人 解法 是 这 样 一 种 方法 ,采用 一 个 初始 的 猜 
RELA x? 以 构造 出 一 个 解 的 序列 oh 、x?”、…， 而 希望 该 序列 能 够 任意 允 近 所 
期 望 的 解 x”。 

采用 迭代 法 时 存在 三 个 主要 的 问题 ， 即 

1) 迭代 过 程 的 定义 是 否 合适 ? 即 迷 代 过 程 能 够 执行 下 去 而 不 发 生 数 值 计算 
上 的 困难 。 

2) 迭代 值 ( 即 更 新 值 的 序列 ) 能 否 收敛 到 式 (3.1) 的 一 个 解 ? 该 解 是 所 
期 望 的 解 吗 ? 

3) 整个 求解 过 程 的 效率 如 何 ? 

为 了 完全 (或 部 分 ) 回答 这 些 问 题 ， 可 以 写 好 几 本 书 ， 因 此 这 些 问 题 不 可 
能 在 本 章 中 进行 完整 的 论述 。 但 是 ， 这 些 问题 又 是 求解 非 线性 方程 组 的 核心 问 
题 ， 不 能 完全 被 忽略 掉 。 因 此 本 章 将 尽量 提供 足够 的 细节 ， 以 使 读者 理解 不 同 种 
类 的 迭代 方法 的 优点 和 缺点 。 


3.1 不 动 点 迭代 法 








































































































求解 非 线 性 方程 组 是 一 个 复杂 的 问题 ， 为 了 更 好 地 理解 大 型 方程 组 的 机 理 ， 
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首先 考虑 一 个 一 维 的 〈 即 标量 的 ) 非 线性 方程 是 有 启发 意义 的 。 该 方程 为 











f(x) =0 (3.3) 
求解 任何 非 线 性 方程 的 一 种 做 法 是 试 错 法 ， 大 多 数 的 理工 科学 生 在 其 学 习 生 涯 中 
可 能 早已 用 过 这 种 方法 。 
例 3.1 求解 如 下 方程 的 解 
f(x) =x -5x +4 =0 (3.4) 








解 3.1 这 是 一 个 二 次 方程 ， 其 解 可 以 用 解析 式 表达 。 该 方程 的 2 个 解 为 
5s V(-5) (4)(4) | ， 
2 3 








* x 
X1，X2 = 


但 是 ， 如 果 解 的 解析 式 不 存在 的 话 ， 一 种 做 法 就 是 采用 试 错 法 。 因 为 所 求 的 解 满 
Efx) =0， 因 此 可 以 通过 监视 f(x) 的 值 来 使 真 解 x* 的 估计 值 精确 化 。 

















k x f(x) 

0 0 0-0+4=4>0 

1 2 4-10+4= -2<0 

2 0.5 0.25 -2.5 +4=1.75>0 
3 1.5 2.25 -7.5+4= -1.25<0 





通过 注意 函数 的 符号 以 及 是 否 变 号 ， 可 以 逐次 收缩 解 存在 的 区 间 。 如 果 函 数 
f(x) 是 连续 的 ， 并且 f(a): f(b) <0, 那么 在 区 间 (a,b) 内 方程 fx) =0 至少 存 
在 1 个 解 。 因 为 f(0.5) >0 而 f(1.5) <0, 可 以 推出 有 一 个 解 位 于 区 间 (0.5, 
1.5) 内 。 

但 是 ,根据 f(x) 符 号 的 变化 来 寻找 解 的 过 程 是 匈 长 而 乏味 的 ， 除 了 确定 解 
的 边界 之 外 并 不 能 指导 如 何 确定 下 一 个 猜想 值 。 一 种 更 好 的 方法 是 根据 前 一 次 的 
猜想 值 构造 一 个 不 断 更 新 的 序列 ， 可 以 定义 一 个 迭代 格式 如 下 : 




















I; Mt = g(x"), k=1,.…,o% (3.5) 
这 种 迭代 被 称 为 不 动 点 迭代 ， 因 为 在 解 上 存在 
a” =g(x") (3.6) 


例 3.2 采用 不 动 点 迭代 法 求 式 (3.4) 的 解 。 
解 3.2 式 (3.4) 可 以 被 改写 为 





x +4 
<= (3.7) 
采用 式 (3.5) 的 符号 ， 迭 代 格 式 变 为 
k+l _ k _ (ak)? +4 
Xx! = p(x") = 5 (3.8) 


利用 这 个 迭代 格式 ,x* 的 估计 值 为 
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k x! g(x") 

0 0 ott =0.8 

1 0.8 0.8 +4 <0. 928 
2 0. 928 2.89 o, 971 
3 0.971 0285 +4 <0. 989 





显然 ， 这 个 序列 将 收银 于 解 *”=1。 
现在 考察 同一 个 例子 ， 但 初始 的 猜想 值 不 同 ， 结 果 为 





一 











k xh g(x") 
0 5 的 洒 4 5g 
5 
1 5.8 Bett, 528 
2 7. 528 Ett., 134 


RPR F, ARERR, 不 用 几 次 迭代 ， 其 值 就 趋 近 于 无 穷 大 。 
此 ， 称 这 种 情况 为 迭代 “发 散 ”。 

这 个 例子 引出 了 两 个 非常 
重要 的 问题 : 中 从 代 值 序列 是 
否 会 收敛 ? 四 如 果 收 敛 的 话 ， 
将 会 收敛 到 什么 解 ? 为 了 回答 
这 些 问 题 ， 首 先 给 出 例 3.2 的 
图 形 解释 。 将 式 (3.7) 两 边 的 
函数 同时 画 出 ， 得 到 如 图 3.1 
所 示 的 一 条 曲线 和 一 条 直线 。 

这 两 条 线 的 2 个 交点 与 原 
始 方程 Kx) =0 的 两 个 根 相 同 。 
不 动 点 迭代 就 是 要 寻找 这 个 交 
点 。 考 察 图 3.1 中 的 初始 猜想 
{8 x°, PRR g(x) 基 于 wx? 进行 计 
算得 到 更 新 的 欠 代 值 1。 这 个 图 3.1 不 动 点 迭代 的 图 形 解 释 
过 程 在 图 形 上 的 解释 是 ， 从 a 
点 投射 一 条 垂直 线 到 g(x), AEA g(x? ) 投 射 一 条 水 平 线 到 x! 。 
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ea!) AE PAE 巡 。 类 似 的 垂直 和 水 平 投射 将 最 终 直 接 到 达 两 条 线 的 交 
点 。 以 这 种 方式 ， 就 能 得 到 原始 方程 所 xz) =0 的 解 。 

在 本 例 中 ， 解 xz” =1 是 不 动 点 迭代 的 “吸引 点 ”。 点 x” 被 称 作 迭代 格式 I 
的 吸引 点 ， 指 的 是 如 果 存 在 一 个 x” 的 开 邻 域 5S, ,使 得 对 所 有 属于 So (Sy eS) 的 
WURR x, HEREDAT S, FH 

lim x* =x“ (3.9) 

邻 域 So BRK TE x* A | Oe 
念 可 以 用 图 3. 2 来 进行 说 明 ， 该 图 表明 迭代 
格式 了 将 收敛 于 x* ， 只 要 O ERRI”, 
在 例 3. 2 中 ,不 动 点 x”=1 是 如 下 迭代 格式 
的 吸引 点 : 





rer (入 ) +4 
5 

而 x* =4 WW ARE ERE CM SAY AL A, 
x* = 1 的 吸引 域 是 位 于 区 间 - o <x <4 中 的 
所 有 xo * 

PUTS RA EUR TS SOLS HE eo ee 
是 困难 的 。 在 有 些 情况 下 ， 一 系列 的 迭代 值 看 起 来 会 收 化 ,但 即使 迭代 次 数 > 
oo 也 不 会 趋 近 于 x* 。 但 是 ， 存 在 几 个 定理 ， 可 以 对 迭代 格式 * =g(x) 是 否 会 收 
敛 给 出 判断 的 依据 。 

HEEN, 设 函 数 g(x) 及 其 导数 g'(x) 在 区 间 cx 和 上 都 是 连续 的 ， 
那么 至 少 存在 一 个 <，a < 上 <b， 使 得 
a -0 (3. 10) 


-a 


I: x 








这 个 定理 的 意义 如 图 3. 3 所 示 。 如 果 函 数 g(x) ETE x =a Al x = 之 间 的 
区 间 内 ,并 且 既 是 连续 的 又 是 可 微 (光滑 ) AY, 那么 在 点 4 和 4' 之 间 就 可 以 面 
RRR, AMA MRE 











g(b) -g(a) 
中 值 定 理 说 的 是 在 曲线 上 至 少 存在 一 个 点 * =&， 该 点 上 曲线 的 切线 与 制 线 AA AY 
和 斜率 相同 。 
改写 中 值 定理 的 公式 为 


g(b) -g(a) =g'(€)(b-a) 
那么 对 于 连续 的 两 次 迭代 值 x*+!1 =b Pat =a, A 
a(akt!) = glat) sg (E) (abt! =at) (3.11) 
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图 3.3 中 值 定理 的 意义 





或 者 取 绝对 值 : 

le(x"*") =g (at) l= le (EI Gat! =at) | (3. 12) 
RRR AIH ét, AMEE BEAT DAA EA Ze EUG CP, WR EEL x” 和 所 
有 x 的 区 间 上 导数 g'(x) 是 有 界 的 。 即 对 于 任意 的 ， 





le’(é") | <M (3.13) 
式 中 ,MM 是 正 上 限 。 那 么 ， 从 初始 猜想 值 P F, A 
lx  —x!|<MIx! -x° | (3. 14) 
la? -x | <M 1x? -x!l (3. 15) 
: (3. 16) 
lat} xt] <M xt x"! | (3.17) 
将 上 面 各 式 合并 得 到 
lat} -f| < ME |g) -wo | (3. 18) 
这 样 ， 对 于 任何 的 初始 猜想 值 x**”， 只 要 
lg’(x)|<M <1 (3. 19) 


WBA, ERDE 
另外 一 种 类 似 但 稍微 有 些 不 同 的 判断 迭代 过 程 是 否 收 敛 的 定理 是 Ostrowski 
fe BE 。 该 定理 的 表述 为 : 如 果 和 迭代 格式 
I; wt!l = g(x") ,k=1,.…,% 


具有 不 动 点 a* ,并 且 在 4* 点 上 是 连续 和 可 微 的 ,那么 如 果 | 2 ) 


就 是 了 的 吸引 点 。 
例 3.3 确定 x* =1 Mx* =4 是 否 为 迭代 格式 (3.8) 的 吸引 点 。 
解 3.3 与 式 (3.8) 对 应 的 迭代 格式 了 的 导数 为 


* 


<l, x 
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og(x)| | 2. 
Ox ~ 5” 
因此 ， 对 于 x* =1， ox" -2 <1, 因此 x”=1 是 7 的 吸引 点 。 而 对 于 x”= 
2 * 2 8 * =i 
D | A Alba” =4 不 是 了 的 吸引 点 。 











对 于 不 动 点 迭代 ， 存 在 4 种 可 能 的 收敛 类 型 ， 如 图 3.4 所 示 。 图 3. 4a 展示 
了 g'(x) 在 0 和 1 之 间 的 情况 ， 即 使 初始 猜想 值 w* 远 离 *” ， 相 继 的 x* 的 值 也 会 
从 一 侧 趋 近 于 解 ， 这 种 情况 被 定义 为 “单调 收敛 ”"。 图 3.4b 展示 了 g'(x) 在 -1 
和 0 之 间 的 情况 ， 即 使 初始 猜想 值 ”远离 x ， 相 继 的 x** 的 值 会 首先 从 一 侧 然 后 
从 另 一 侧 振荡 地 趋 近 于 解 ， 这 种 情况 被 定义 为 “振荡 收敛 ”。 图 3.4c 展示 了 
g'(xz) 大 于 1 的 情况 ， 此 时 会 导致 “单调 发 散 "”。 图 3.4d 展示 了 g'(x) < -1 和 
lg'(x)1>1 的 情况 ， 此 时 会 导致 “振荡 发 散 ”。 


y Y 





3 x2 





x3 x2 x! x0 x 


a) 单调 收敛 b) 振荡 收敛 

















x 


1N 





©) 单调 发 散 中 He AK 
图 3.4 和 迭代 x*=g(x) 的 4 种 可 能 收敛 类 型 
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3.2 Newton -了 Raphson 和 迭代 法 


与 上 节 描 述 的 简单 的 不 动 点 迭代 法 相 比 ， 存 在 多 种 迭代 法 具有 更 好 的 鲁 棒 收 
全 性 。 其 中 得 到 最 广泛 应 用 的 迭代 法 是 Newton - Raphson 近代 法 。 这 种 方法 的 迭 
代 格 式 也 可 以 描述 成 

Ty xt*l =g(x*), k= 
但 通常 会 比 不 动 点 迭代 法 具有 更 好 的 收敛 性 。 
再 次 考察 标量 非 线 性 方程 








fla") = (3. 20) 
以 Taylor 级 数 展开 的 方式 将 此 函数 在 点 得 到 
flx* ) =f") +% ale — x") +37 af ale =x)? + =0 (3.21) 








WIR BLE H k > oo 时 迭代 过 程 会 收敛 到 x”* ， 那 么 更 新 后 的 猜想 值 x***! 可 以 用 来 
Cx", AMA 


A 
Ala) Sft) | et at) + 二 全 


2 








(GF! - xt)? te =0 
x 


(3. 22) 
如 果 初 始 猿 想 值 与 x* “足够 靠近 ”并 位 于 x* 的 吸引 域内 ， 那么 展开 式 的 高 次 
项 可 以 被 忽略 ， 得 到 


fk) = fat) +L 


HRR (Rat! ， 将 其 表示 为 x** 的 函数 ， 可 得 到 如 下 的 迭代 格式 : 
I k+l k of | fet) sæk 
g= 


pat sat o 
(3.24) 
这 就 是 著名 的 Newton - Raphson 4È 
法 。 
Newton — Raphson 迭代 法 也 有 一 
个 图 形 解释 。 考 察 例 3.2 中 的 同一 个 
函数 ， 将 其 画 于 图 3.5 中 。 在 此 方法 
中 ， 当 前 迭代 点 处 计算 出 的 函数 的 斜 
率 被 用 于 产生 下 一 个 猜想 值 。 对 任意 
猜想 值 **， 在 函数 上 存在 一 个 对 应 点 
f(x*) ， 其 斜率 为 图 3.5 Newton — Raphson 法 的 图 形 解释 




















ett =x!) ~0 (3. 23) 








xh 


S(x)=x2 5x44 
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of 


OX | x =x! 
因此 ， 下 一 个 猜想 值 仅 仅 是 据 此 斜率 所 作 的 直线 与 x 轴 的 交点 。 这 个 过 程 不 断 重 
复 直到 所 得 到 的 猜想 值 足够 靠近 解 x” 。 一 个 迭代 过 程 被 认为 已 经 收敛 于 x*， 如 
ae 








Ifat) l <e 
UP, 6 是 某 个 事先 确定 的 容许 误差 。 
例 3.4 JH Newton - Raphson 法 重新 做 例 3. 2 。 
解 3.4 利用 式 (3.24) 的 Newton - Raphson 迭代 格式 得 到 . 


Te ttl oat — (xt)? -Sa* +4 





gf 5 (3. 25) 
基于 此 迭代 格式 ， 从 初始 猜想 值 x*” =3 开始 ， 得 到 的 x* 的 估计 值 为 
1 5 -4.2 
2 4.2 4124012 


类 似 地 ， 从 初始 狂想 值 2° =2 开始 ， 得 到 的 x* 的 估计 值 为 








k x g(x") 
0 2 gg 
0-0+4 
1 0 0 -=0.8 
0.64 -4+4 
2 0.8 0.8 - AS" =0.988 


在 这 个 例子 中 ， 两 个 解 都 是 Newton - Raphson 迭代 格式 的 吸引 点 。 

但 是 ， 在 某 些 情况 下 Newton - Raphson 法 将 不 能 收敛 。 考 察 如 图 3.6 所 示 的 
函数 。 图 3. 6a 中 ， 函 数 没 有 实 根 。 图 3. 6b P, PREF x* 是 对 称 的 并 且 二 阶 
导数 等 于 零 。 图 3. 6c 中 ， 一 个 初始 猜想 值 z 会 收敛 到 解 x* ， 一 个 初始 猜想 值 
x, 会 收敛 到 解 zz ;但 是 ， 另 一 个 初始 猜想 值 x 会 使 迭代 锁定 在 虚线 框 内 不 断 振 
荡 ， 再 也 不 能 收敛 到 解 。 这 张 图 支持 如 下 的 断言 如 果 初 始 值 离 真 解 太 远 ， 迭 代 
将 不 会 收敛 ; 或 者 反 过 来 说 ,初始 值 必 须 足 够 徘 近 真 解 ，Newton - Raphson i% 
代 才 能 收 僵 。 这 一 点 也 印证 了 在 推导 Newton - Raphson 法 时 所 做 的 初始 假定 : 
“WARE ME ES Se, Taylor 级 数 展开 式 中 的 高 次 项 可 以 忽略 ”。 如 果 和 迭代 
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值 不 是 足够 靠近 真 解 ， 这 些 高 次 项 是 很 大 的 ，Newton - Raphson 法 所 基于 的 假设 
条 件 就 不 再 成 立 。 

















a) 无 实 根 b) 二 阶 导数 f(x*)=0 





c) x0 离 根 不 是 足够 近 
图 3.6 Newton - Raphson 法 的 收敛 域 


3.2.1 收敛 性 


注意 例 3.4 中 收敛 到 解 的 速度 大 大 高 于 例 3. 2。 这 是 因为 Newton - Raphson 
法 具有 平方 收敛 性 ， 而 不 动 点 迭代 法 只 有 线性 收敛 性 。 线 性 收敛 性 指 的 是 一 旦 和 迭 
代 值 三 与 真 解 足够 靠近 ， 那 么 误差 
et = |x" —x* | (3.26) 
将 以 线性 的 方式 趋 近 于 零 。 例 3. 2 和 例 3. 4 的 收敛 性 如 图 3.7 所 示 ， 该 图 以 对 数 
刻度 画 出 ， 不 动 点 迭代 的 误差 是 明显 线性 的 ， 而 Newton - Raphson 法 的 误差 呈现 
出 平方 收敛 性 ， 直 到 变 得 太 小 无 法 画 出 。 已 经 提出 了 很 多 方法 来 预测 迭代 法 的 收 
敛 速度 。 设 迭代 格式 的 误差 如 式 (3.26) 所 定义 的 那样 ， 如 果 存 在 一 个 数 p 和 
一 个 常数 C 关 0， 使 得 


























| la+! 

ne ele 
IBA, p 被 称 为 迭代 序列 的 “收敛 阶 ”， 而 C 被 称 为 “ 渐 近 误差 常数 "”。 如 果 p = 
1, WACO RPK A EZR PER; 如 果 P =2， 收 敛 阶 被 称 为 是 平方 的 ; 而 如 果 p =3, 


=C (3.27) 
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图 3.7 不 动 点 迭代 法 与 Newton - Raphson 迭代 法 的 收敛 性 比较 


收敛 阶 被 称 为 是 立方 的 。Newton - Raphson 法 满足 式 (3.27) WA, FFE 
p=2, m 





Pfa) 
-1 dx? 
He) 
dx 


pg tLe x0 ，C 闫 0。 这样 ， 对 于 大 多 数 函 数 ，Newton - Raphson 法 呈现 出 平 
方 收 敛 性 。 
3.2.2 用 于 求解 非 线 性 方程 组 的 Newton - Raphson 法 

在 科学 和 工程 中 ， 很 多 领域 会 产生 如 式 (3.2) 所 示 的 方程 组 。 只 要 少量 的 
改变 ， 上 节 导 出 的 Newton - Raphson 法 可 以 扩展 到 非 线性 方程 组 。 方 程 组 可 以 类 
似 地 用 Taylor 级 数 展开 来 表示 。 通 过 再 次 假设 初始 猜想 值 与 精确 解 足 够 靠近 ， 多 


元 的 高 次 项 可 以 被 忽略 ， 从 而 得 到 nn 元 方程 组 的 Newton - Raphson 法 : 
xttl ok — [ (xt) | F(x) (3. 28) 





式 中 ， 
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[A C(x’) 
falx") 
F(a") =| f (x) 





ACH) 














而 Jacobi EEL J(x*) ] 为 
Ai Afi aA; of 
Ox, OX, OX, OX, 
A H h a, 
Ox, OX, OX, Ox, 
(I) =| A A h 
Ox, OX, OX, Ox, 
Fn fn fn fn 
Ox, OX, OX, Ox, 





通常 不 直接 求 Jacobi EREL J (xt) ] 的 道 ， 而 是 将 Newton - Raphson 法 变形 为 

如 下 形式 后 再 用 LU 分 解 求解 : 

CJC) ] (ett! =x") = - F(x") (3. 29) 

上 式 即 为 4x =b WIER, HEPER A 就 是 Jacobi EPF, KÆ- F(x) 就 是 向 量 

5b， 而 未 知 向 量 * 就 是 向 量 差 (x**+1 -x*)。 通 常 通过 计算 F(x*) 的 范 数 来 评估 
收敛 性 ， 即 评估 











| F(x*) | <e (3. 30) 

注意 Jacobi 矩阵 是 x 的 函数 ， 因 此 每 步 迭 代 时 与 F(x*) 一 起 更 新 。 
例 3.5 求 如 下 方程 组 的 解 
0=x? +x? -5x, +1 =f (x ,%,) (3.31) 
0 =x} -x3 -3x, -3=f (x ,%,) (3. 32) 


of 
3 


解 3.5 此 方程 组 的 Jacobi 和 矩阵 为 





设 初始 猜想 值 为 


A ht 

Ox, OX 2x, -5 2% 
J(%1 4%) = = | | 

Of, Əh 2% = 2%, -3 


Ox, OX 
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第 1 次 迭代 
在 初始 值 上 计算 万 和 户 以 及 Jacobi 和 矩阵 


求解 上 





述 线性 方程 组 得 


s 
| 


L 
-9 x 
ai) | 
xh) -3 


x(1) =0.8 +2 =0.8 +3 =3.8 


) -3 
) -3 


í 


aon 


| 
-0.8 


x$) = -0.8 +$” = -0.8 +3 =2.2 


第 1 次 迭代 的 误差 为 





fiat” xg”? ) 
a a) 
第 2 VER 
Æ x) EIE f AA WA Jacobi 矩阵 
f 6 4 下 -3. 
7.6 -7.4 Le =a. 
求解 上 述 线性 方程 组 得 
a?) -3.8 
ee =2, ,| | 


be ey 
p 2 a 


) ) 
ol 


te x EIE fi AL VA Jacobi 矩阵 


这 样 ， 
x?) = 
x?) = 
第 2 次 迭代 的 误差 为 
第 3 USER 
p 2404 
7. 2404 


求解 上 





述 线性 方程 组 得 


一 7. 0307 


| 
x9 


(3) 


(3) 


— 3. 6202 
—2. 0153 


4. a x{® -3. 6202 
x 人 3) -2.0153 


A 


| 





=12 








Loco. 


—0. 1798 
—0. 1847 





- 0. 0102 
一 0. 0108 


=1. 28 


I 


| 


-0. 1798 +x(!) = -0. 1798 +3. 8 =3. 6202 
-0. 1847 +%§!) = -0. 1847 +2. 2 =2. 0153 


- 0. 0664 


0. 0018 


| 


(3. 
(3. 


(3. 


(3. 
(3: 


(3. 


33) 


.34) 


35) 
36) 


37) 


. 38) 


39) 
40) 


.41) 


42) 
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x(3) = -0.0102 +x?) = -0.0102 +3. 6202 =3. 6100 
x 人 3) = -0.0108 +x?) = -0.0108 +2.0153 =2. 0045 


第 3 次 迭代 的 误差 为 


(x(2) ,x | 
| fi =0. 0664 


nee ou 





在 第 4 KER, PRA AIA Ex 上 进行 计算 并 得 到 


AEP as 1.) -0.221 x107? 
ae al A] 
由 于 此 向 量 的 范 数 已 很 小 ， 可 以 认为 迭代 已 经 收敛 并且 

x{ ] 13,6100 

ine | | 

已 经 在 真 解 的 10 -3 的 误差 数量 级 之 内 。 
在 求解 例 3.5 时 ， 每 次 迭代 的 误差 如 下 .: 
和 迭代 次 数 。 误差 








0 12. 0000 

1. 2800 
2 0. 0664 
3 0. 0002 


注意 ,一 旦 迭代 解 已 足够 靠近 真 解 ， 每 次 迭代 的 误差 将 会 快速 减 小 。 








(3.43) 
(3.44) 


WRI 


代 的 次 数 已 很 多 ， 每 次 迭代 的 误差 大 致 上 为 前 次 迭代 误差 的 平方 。 这 种 收敛 特性 


正 是 Newton - Raphson 法 平方 收敛 性 的 反映 。 
3.2.3 Newton - Raphson 法 的 改进 


虽然 完整 的 Newton - Raphson 法 具有 平方 收敛 性 和 最 小 的 迭代 次 数 ， 但 每 次 
迭代 需要 很 大 的 计算 量 。 例 如 ， 构 造 完整 的 Jacobi 矩阵 需要 rw 次 计算 ， 如果 Ja- 
cobi 矩阵 是 满 矩 阵 ， 每 次 迭代 对 其 进行 LU 分 解 所 需要 的 运算 次 数 为 好 数量 级 。 
因此 ， 对 Newton - Raphson 法 的 大 多 数 改 进 着 眼 在 减少 构造 Jacobi IEPER THA at 





或 者 减少 进行 LU 分 解 的 计算 量 。 
再 次 考察 Newton - Raphson 法 的 迭代 格式 : 
I; att! =at =| ay |] f(x’) 
这 个 迭代 格式 可 以 被 写成 更 为 一 般 性 的 格式 : 
Tz xt! aac —[ M(x") ] fat) 


(3. 45) 
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式 中 ，M 是 一 个 nxn 箱 阵 ， 它 可 以 是 也 可 以 不 是 的 函数 。 注 意 ， 即 使 My, 
如 果 选 代 过 程 将 的 z) 驱动 到 零 ， 这 种 迁 代 格 式 仍然 会 收 化 到 正确 解 。 因 此 ， 对 
Newton - Raphson 法 进行 简化 的 一 种 做 法 是 ， 和 寻找 一 个 比 Jacobi 矩阵 更 容易 计算 
的 合适 的 替代 算 阵 M。 一 种 常用 的 简化 方法 是 将 每 个 偏 导 数 元 素 汪 用 差 商 来 近 
似 。 例 如 ， 一 种 可 能 的 简单 近似 式 为 
oh 1 
jp Lilet hye) fC] (3.46) 


式 中 ， Peers 








Co aw 2S 


_ oO 





0 
SUP, 1 出 现在 此 单位 向 量 的 第 7 行 上 ， 而 其 他 元 素 都 为 零 。 标 量 h; 的 选择 可 以 
有 无 数 种 方法 ， 但 一 种 常用 的 选择 是 令 大 = af oati, 这 种 刀 的 选择 方法 可 以 

达到 收敛 阶 为 1. 62 的 收敛 速度 ， 性 收敛 之 间 。 

另 一 种 对 Newton - Raphson 法 的 常用 改进 是 令 M 隔 一 定 的 迭代 次 数 等 于 Ja- 
cobi 矩阵 。 例 如 ， 每 当 收敛 速度 慢 下 来 时 对 M 重新 计算 一 次 ， 或 者 相隔 的 迭代 
次 数 更 加 规则 ， 诸 如 每 隔 1 次 或 每 隔 2 次 等 。 这 种 改进 被 称 为 “不 诚实 Newton 
法 ”。 这 种 方法 的 一 种 极端 的 推广 是 令 M 等 于 初始 的 Jacobi ERE, HER FAE 
代 过 程 中 始终 保持 不 变 。 这 种 方法 通常 被 称 为 “ 极 不 诚实 Newton 法 ”。 除 了 减 
少 与 构造 矩阵 相关 的 计算 量 外 ， 这 种 方法 还 具有 的 优势 是 和 矩阵 M 只 要 被 LU 分 解 
一 次 ， 因 为 矩阵 M 是 恒定 的 。 这 样 就 可 以 省 去 用 于 LU 分 解 的 大 量 计算 时 间 。 类 
似 地 ， 不 诚实 Newton 法 也 仅仅 在 矩阵 M 被 重新 计算 时 才 需 要 再 进行 LU 分 解 。 




















3.3 连续 法 


到 目前 为 止 所 讲述 的 很 多 和 迭 代 法 ,一般 地 只 有 当初 始 值 足够 靠近 真 解 x* 时 ， 
才 会 收敛 到 f(x) =0 的 一 个 解 *” 。 连 续 法 可 以 认为 是 一 种 试图 扩大 某 种 给 定 方 
法 的 收敛 区 域 的 方法 。 在 很 多 物理 系统 中 ， 用 数学 方程 fx) =0 描述 的 问题 可 能 
以 某 种 自然 方式 依赖 于 系统 的 某 个 参数 入 。 当 这 个 参数 被 设置 为 零 时 ， 系 统 
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有 h(x) =0 具有 一 个 已 知 的 解 x*”。 但 是 ， 当 A 变化 时 ， 存 在 一 族 函 数 H(x，A 和 )， 
满足 : 





H(x,0) =fo(x) ,A(x,1) =f(x) (3. 47) 
式 中 , A(x, 0) =0 的 一 个 解 x* 是 已 知 的 ， 而 方程 了 H(x，1) =0 是 希望 求解 的 
问题 。 
即使 (x) 不 是 自然 地 依赖 于 某 个 合适 的 参数 入 ， 满 足 式 (3.47) 的 一 族 问 
题 也 可 以 用 下 式 来 定义 : 
H(x,A) =Af(x) +(1 -A)fo(x) A |e [0,1] (3. 48) 
式 中 , 有 (x) =0 WP EAN, SAMO 变 到 1 时， 上 式 的 映射 族 从 f(x) =0 
变 到 (x) =0， 而 方程 f(x) =f(x) =0 的 解 是 希望 求 出 的 解 x! =x* 。 
作为 获得 =a" 的 第 1 种 方法 ， 区间 [0, 1] 可 以 被 分 制 成 
0=An<A<A< <AQ=l 














并 考虑 求解 如 下 问题 : 
HOA) =0.=1 N (3. 49) 

再 假定 采用 Newton - Raphson 法 来 求解 式 (3.49) 中 的 每 一 个 问题 i;， 并 假定 第 i 
个 问题 的 初始 值 取 (x, A) =0 的 解 。 当 i 和 i+1 之 间 的 间隔 足够 小 时 ， 这 
种 做 法 就 解决 了 确定 好 的 初始 值 的 问题 。 

式 (3.48) 给 出 的 关系 是 一 个 “ 同 伦 ”的 例子 ， 所 谓 同 伦 ， 就 是 两 个 函数 
f(x) 和 (x) 舱 入 在 单个 连续 函数 中 。 正 规 地 描述 ， 任 何 两 个 函数 之 间 的 同 伦 是 
一 个 连续 映射 了 ， to: XY; 








H:[0,1] xX-Y (3. 50) 
使 得 式 (3.47) 成 立 。 如 果 这 样 的 映射 存在 ， 就 说 /与 及 同 伦 。 

同 伦 函数 被 用 来 定义 一 条 解 的 路 径 ， 从 一 个 相对 简单 的 问题 (f(x) =0) 
的 解 到 一 个 比较 复杂 的 问题 的 解 (f(x) =0) ， 而 后 者 正 是 希望 得 到 的 。 这 条 路 
径 由 一 族 问题 的 解构 成 ， 它 反映 了 从 简单 问题 的 解 到 所 希望 问题 的 解 之 间 的 连续 
形变 。 连 续 法 是 一 种 跟踪 此 形变 路 径 的 数值 方法 。 

同 伦 连续 法 可 以 被 构造 成 穷尽 性 的 且 全 局 收敛 ， 即 对 于 一 个 给 定 的 非 线 性 方 
程 组 ， 不 管 初始 值 如 何 选 择 ， 都 能 求 出 其 所 有 的 解 并 且 是 收敛 的 [3]。 由 于 沿 着 
解 的 路 径 ， 对 于 和 A e[0, 1] 的 每 一 点 ， 同 伦 问题 等 于 0。 因 此 对 于 路 径 上 连续 
WAS A ALMA Ap 时 它 也 为 0， 从 而 有 























O=H(x",A,) SAFA") + Aa") (3. 51) 
OSH(xtt! Apai) SAk fO) + (1 Ar o att) (3. 52) 
在 解 的 路 径 上 ， 同 伦 参 数 A, ,| TAARE 
xttl =x" + Ax 
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相关 。 如 果 参 数 变化 很 小 ， 函 数 太 (xz 和 xz) 就 可 以 用 在 驻 处 的 Taylor 级 
数 展开 来 线性 近似 ， 忽 略 二 次 及 以 上 的 高 次 项 。 对 式 (3.52) 应 用 此 技术 得 
(Ay + AA) LF:) + Fy (at) Ax] + (1 -Ap - AA) [fo (x4) + Foy (a) Ax] =0 
(3.53) 
AP, FLA Fo, tHE f(x) Fl fo (x) HF x 的 Jacobi FAME, Mak (3.53) WER 
(3.51) 得 
O=[Agyi Fy, C2") + (1 A) Fo, C(x") Ax + [f(s*) -fo(s*) Aa (3.54) 
利用 x+1 =x" + Ax, 式 (3.54) 可 以 用 同 伦 函 数 进行 改写 ， 并 得 到 如 下 的 更 新 
方程 : 
a1 ak — BAH Cat Agar) SHE AL a) (3. 55) 


式 中 ， 
Apa =A,+AA 
而 本 (x, A) fe H(x, A) KF « 的 Jacobi 和 矩阵。 
例 3.6 使 用 同 伦 映射 求解 如 下 方程 组 








O =f, (41 ,%.) =a} -3x3 +3 (3. 56) 
0 =f, (x1,%3) =x% +6 (3. 57) 
其 中 起 点 方程 组 为 
0 =f01 (x1 ,%2) =x] =4 (3. 58) 
0 =f (21,2) =x3 -9 (3. 59) 
解 3.6 构造 同 伦 函 数 如 下 : 

H(x, à) =Af(x) + (1 -A)/y(x) ,A | [0,1] (3. 60) 
0=A(x? -3x3 +3) + (1 -A) (2? -4) (3. 61) 
O=A( x," +6) +(1-A) (22 -9) (3. 62) 

采用 连续 法 根据 式 (3.55) 将 解 向 前 推进 : 
Att! SA +AA (3. 63) 


i xf aa 2x4 -6xk je 2xf 0 = 
Epaf paa OT 
2 2 2 1 2 
(xf)? -3 (x5)? +3 - ( (xf)? -4) 
k +6 -—( (xk)? -9) | 
采用 Newton - Raphson 法 直接 求解 如 下 的 同 伦 方程 使 解 精确 化 : 
0=Ae+rl((xz+rl)2 -3(xrl)2+3)+(1-Arl)((Oxzftrl)2 -4) (3.65) 
0O=Artl(wxttlrs+l 46) + (1 —Ar+1)((xt+1)?2 -9) (3. 66) 
He AA =0.1， 从 A? =0 开始 计算 , 很 容易 得 到 初始 值 为 


(3. 64) 
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x? =2 
x9 =3 
根据 式 (3.63) 和 式 (3.64) 预测 k=1 时 的 解 得 到 : 
x! =2. 3941 
x} =2. 7646 
以 此 为 初始 值 对 式 (3.65) 和 式 (3.66) 应 用 Newton - Raphson 法 使 解 精确 化 ， 
得 到 : 
x! =2. 3628 
xl =2. 7585 
重复 这 个 过 程 直 到 和 A =1, ASSP ORLA ERN x = -3 和 xz =2。 
如 果 取 初始 解 为 x*?9 = -2 Aad = -3， 也 可 以 进行 同样 的 求解 过 程 。 这 种 情 
况 下 ， 所 求 问题 的 解 将 为 x =3 Mx = -2， 是 原 方程 组 的 另 一 组 解 。 
































3.4 BIBI 


Newton - Raphson 法 基于 函数 y=f(x) 的 切线 ， 利 用 切线 的 斜率 来 计算 新 的 
迭代 值 。 这 种 方法 所 遇 到 的 困难 是 需要 计算 函数 的 导数 ， 即 f(x)。 一 种 计算 切 
线 斜 率 的 替代 方法 如 图 3.8 所 示 ， 取 所 求 根 附近 的 两 点 进行 内 插 并 计算 斜率 。 





(x0,7 (x) 






(x1, fe) 








图 3.8 割 线 法 的 说 明 


这 样 就 得 到 一 个 线性 函数 
q(x) =a0 十 QIX (3. 67) 
WP, q(x?) =f) Al q(«!) =f(a!), RAHEEM, FRY 
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ne, _ (a! =x) f(x?) + (a — 2°) f(a") 


求解 方程 并 令 v =x 得 
1) _ x -1 
2 x! -fw EE 





(3. 68) 


(3. 69) 











到 一 般 性 的 公式 为 
x k+l xf -f(x k ) 
注意 ， 制 线 法 可 以 看 作 是 Newton - a A 


Py fe) 
Pe 


更 新 割 线 ， 
Ae) oe Me) Ae) 








的 一 种 近似 ， 即 在 求 时 时 进行 了 近似 ; 
fiat ALE) 





现在 ， 通 过 使 用 x? 和 w 构造 男 一 条 制 线 ， 这 个 过 程 可 以 重复 。 通 
可 得 


过 不 断 地 


(3.70) 


(3.71) 


(3.72) 


制 线 法 通常 比 Newton - Raphson 法 快 ， 尺 管 它 需 要 更 多 次 数 的 迭代 才能 收敛 


到 相同 精度 的 解 。 这 是 因为 Newton - Wn 法 需要 计算 2 个 函数 (f(x*) 和 
f(x*) ) ， 而 制 线 法 只 需要 计算 一 个 函数 f(x*)， 因 为 (wx*-!) 可 以 从 前 次 近代 中 











(Newton - Raphson 法 ) 快 ,。 令 第 次 迭代 时 的 误差 为 


el =x" -x * 


式 中 ，x "是 精确 解 。 利 用 Taylor 级 数 展开 : 
f(x") =fla* + (xk -x*)) 
=f(x* +e") 


=f") Ha el + Spa" ) (eb)? + 
类 似 地 
AE) fa") Af Cat elt apa Ce)? + 
此 外 有 


xt rt l=(xt—x*) — (xt-l1—x*) =e" _ e"! 


在 式 (3.70) 两 边 同 时 减 去 x* FH f(x") =0 得 到 
MOSLER LEDIG 
f'x*) + (Ce ) (et ee) 





割 线 法 具有 “ 超 线性 ”收敛 性 ， 它 比 线性 收敛 快 ， 但 是 不 如 平方 收敛 


(3. 73) 


(3.74) 
(3.75) 


(3.76) 


(3.77) 


(3.78) 
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即 
ertt L f(x ) kok- 0 e 3.79 
a +0(e) (3.79) 
4 
e" =C,(e*)’ 














式 中 , > 是 收敛 阶 。 如 果 ~> >1， 那 么 收敛 速度 就 是 超 线 性 的 。 如 果 式 (3.79) R 
下 的 项 可 以 忽略 ， 那 么 式 (3.79) 可 以 被 重 写 为 


eft E 1 f'(«%"*) 
eer (3. 80) 





取 极 限 
k+l 
对 于 很 大 的 于， 
ef 二 OC ee 
FE 


e+1 =C(et)"=C(C(et-1))"=C"t1 (eb!) 
将 此 代入 到 式 (3. 81) 中 得 





JimC(e = =e (3. 82) 
因为 lim e* =0， 这 个 关系 只 能 在 亡 -r-1=0 时 成 立 ， 从 而 得 到 
-> (3. 83) 


因此 是 超 线性 收敛 的 。 
例 3.7 使 用 割 线 法 求解 如 下 方程 的 解 ， 初 始 值 为 x? =1.5、x! =1.4。 
0 =e" -2 -3ln (x) 
解 3.7 使 用 式 〈3. 70) ， 可 得 到 如 下 的 结 














k hth xt xt! f(x") Att) 
1 1. 4418 1. 4000 1. 5000 一 0. 0486 0. 0676 
2 1. 4617 1. 4418 1. 4000 一 0. 0157 一 0. 0486 
3 1.4552 1. 4617 1. 4418 0. 0076 一 0.0157 
4 1.4557 1. 4552 1.4617 一 0. 0006 0. 0076 
5 1.4557 1. 4557 1. 4552 一 0. 0000 一 0. 0006 


3.5 数值 微分 法 








使 用 Newton - Raphson 法 或 任何 其 改进 方法 需要 计算 大 量 的 偏 导数 。 在 很 多 
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1 


情况 下 ， 用 解析 方法 求 偏 导数 可 能 是 极其 困难 的 或 者 计算 代价 极其 高 帅 。 在 这 些 
情况 下 ， 希 望 通过 函数 f(a) 
接 用 数值 方法 来 求 偏 导数 ， 而 
:需要 显 式 知道 


考察 标量 函数 f(x) ， 导 数 
f'E x =a 的 值 等 于 函数 在 
f(a) 处 的 斜率 。 对 f(a) 处 斜率 
的 一 个 合理 近似 是 用 附近 的 点 
a +h XHAI “ADE 
ve”, WE 3.9 所 示 。 


















此 线 的 斜率 是 了 (a) 





a ath 











这 种 做 法 具有 数学 上 的 依 
据 ， 可 以 对 fla +h) HEFT Ta- 图 3.9 差分 逼近 f(a) 斜 率 的 图 形 解释 
lor 级 数 展开 导出 : 
2 2 3 3 
Karkia +h Xa) i Ela) i Fca) te (3.84) 
重新 整理 得 
Ret Ae) Ya) + F(a) + (3. 85) 
将 高 次 项 忽略 得 
Faj fath fe) (3. 86) 











这 个 近似 在 h 变 得 越 来 越 小 时 精度 会 越 来 越 高 (极限 情况 下 h 一 0， 它 就 是 精确 
的 )。 这 种 近似 方法 是 单 边 差分 双 近 ， 被 称 为 对 函数 导数 的 “向 前 差分 ” 双 
近 。 类 似 的 做 法 可 以 在 a -hh 处 进行 级 数 展开 ， 并 得 到 

Faj Kah (3.87) 











RFRA “EN” EE 
现在 考察 两 种 方法 的 结合 : 
of; fath) -fla-h) 
oo Ph (3. 88) 








这 种 结合 通常 被 称 为 “中 心 差 分 ”逼近 。 其 图 形 解 释 如 图 3. 10 所 示 。 向 前 差分 
和 向 后 差分 逼近 两 者 都 具有 Olh) 数量 级 的 误差 ， 而 中 心 差分 通 近 的 误 关 数 量 
BH O(n?) ， 一 般 地 会 比 向 前 差分 和 向 后 差分 逼近 具有 更 高 的 精度 。 

例 3.8 考察 多 项 式 























f(x) =a +47 24-3 
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此 斜率 通 近 了 (4) 





图 3. 10 ”中心 差 分 瘟 近 f(a) 斜率 的 图 形 解释 


使 用 向 前 、 向 后 和 中 心 差 分 通 近 求 此 多 项 式 在 [ -2, 1.5] 区 间 的 导数 近似 值 ， 
步 长 h=0.2。 
解 3.8 此 函数 的 精确 导数 表达 式 为 


f'(x) =3x +2x 2 


























计算 结果 如 F: 

x fx -h) f(%) fx+h) 了 (x) 向 后 .PCz) 向 前 f(s) uf Cw) 精确 
-2.0 — 3.808 — 2.250 一 1.092 7.79 5.79 6. 79 6. 75 
-1.8 -2.250 -1.092 —0. 286 5.79 4.03 4.91 4. 87 
-1.6 — 1.092 -0.286 0.216 4.03 2.51 3.27 3, 23 
-1.4 -0.286 0.216 0. 462 2.51 1.23 1. 87 1. 83 
-1.2 0.216 0. 462 0. 500 1.23 0.19 0. 71 0. 67 
-1.0 0. 462 0. 500 0. 378 0.19 -0. 61 -0. 21 -0.25 
-0.8 0. 500 0. 378 0. 144 -0.61 -1.17 一 0. 89 -0. 93 
-0.6 0. 378 0. 144 -0. 154 -1.17 -1.49 -1.33 -1.37 
-0.4 0. 144 -0. 154 一 0. 468 一 1.49 -1.57 -1.53 -1.57 
-0.2 -0. 154 一 0. 468 -0.750 -1.57 -1.41 -1.49 -1.53 
-0.0 一 0. 468 -0.750 一 0. 952 -1.41 -1.01 -1.21 -1.25 
0.2 -0.750 一 0. 952 -1.026 -1.01 -0.37 一 0. 69 -0.73 
0.4 一 0. 952 -1.026 一 0. 924 -0.37 0. 51 0. 07 0. 03 
0.6 -1.026 一 0. 924 一 0. 598 0.51 1. 63 1. 07 1. 03 
0.8 一 0. 924 -0. 598 —0. 000 1.63 2.99 2.31 2.27 
1.0 -—0. 598 一 0. 000 0. 918 2. 99 4.59 3.79 3.75 
1,2 —0. 000 -0.918 2. 204 4.59 6. 43 5. 51 5. 47 
1.4 0.918 2. 204 3. 906 6. 43 8.51 7.47 7. 43 


图 3. 11 清楚 地 给 出 了 不 同 导数 近似 方法 的 精确 度 。 
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dffdx 


>o = N Q A ù A 4 œ% 
TT 


























图 3.11 精确 与 近似 导数 比较 





通过 继续 应 用 Taylor 级 数 展开 方法 并 包括 附加 的 信息 ， 可 以 导出 更 高 精度 的 
近似 式 。 一 种 广泛 应 用 的 此 种 近似 式 是 Richardson 近似 : 
Po fx —2h) -8f(x aL ABI +h) -f(x +2h) (3. 89) 





此 近似 式 的 误差 数量 级 为 Oht) 

再 次 考察 Newton - Raphson 法 ， 它 需要 计算 Jacobi 矩阵 。 上 述 近 似 方法 可 用 
来 计算 Jacobi 矩阵 中 的 偏 导数 ， 而 不 需要 采用 解析 法 进行 直接 计算 。 例 如 ， 考 察 
如 下 的 非 线 性 方程 组 : 





Sa ig? Xn) =0 
of, 


此 方程 组 的 Jacobi 矩阵 由 形 如 元- 的 偏 导 数组 成 ， 此 偏 导 数 现在 可 以 应 用 上 述 的 
7 


任意 一 种 近似 方法 进行 计算 。 例 如 ， 采 用 中 心 差分 法 : 
of; AG? + Ax;) —f; (4; — Ax;) 
ax, 2Ax; 


J 


式 中 ，Axj 通 常 选择 一 个 小 增 量 (1% 左右 ) 。 








3.6 在 电力 系统 中 的 应 用 


本 章 给 出 的 分 析 和 求解 方法 构成 了 可 应 用 于 电力 系统 分 析 的 众多 有 力 工 具 的 
基础 。 电 力 系统 的 一 个 最 突出 特点 是 其 可 以 用 超大 型 的 非 线性 方程 组 来 描述 。 北 
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美的 输电 网 是 最 大 型 的 非 线 性 工程 系统 之 一 。 大 多 数 类 型 的 电力 系统 分 析 问 题 需 
要 求解 这 种 或 那 种 形式 的 非 线性 方程 组 。 以 下 将 介绍 的 应 用 实例 是 比较 常见 的 小 
部 分 应 用 ， 显 然 不 能 包括 电力 系统 分 析 中 遇 到 的 所 有 非 线性 问题 。 
3.6.1 潮流 计算 

很 多 电力 系统 问题 归结 为 一 组 非 线 性 方程 组 的 求解 。 可 能 电力 系统 中 最 常见 
的 非 线 性 问题 是 潮流 计算 问题 。 潮 流 计算 问题 的 基本 原理 是 ， 给 定 系统 负荷 、 发 
电 出 力 和 网 络 结构 ， 就 能 根据 非 线 性 的 潮流 方程 求解 母线 电压 和 线路 潮流 。 建 立 
潮流 方程 的 典型 方法 是 对 整个 系统 中 的 每 一 个 母线 应 用 Kirchoff 定律 。 在 此 情景 
F, Kirchoff 定律 可 以 理解 为 “进入 一 个 母线 的 功率 之 和 必须 等 于 零 "， 即 每 个 
母线 上 的 功率 是 守恒 的 。 由 于 功率 由 有 功 功 率 和 无 功 功率 两 个 分 量 组 成 ， 每 个 母 
线 就 对 应 两 个 方程 ， 一 个 对 应 于 有 功 功率 ， 另 一 个 对 应 于 无 功 功率 。 这 些 方程 被 
称 为 “潮流 方程 ” 

















Nous 
0 = AP; = Pi - V, $, V; Y;cos(0; - 6; - by) (3. 90) 
j=l 
Nous 
0 = AQ; = Q = v; >, V, Y;sin(8; z 6; 一 ¢$;;) 
= i 
i= lystig bus (3.91) 


AP, PS, Q 分 别 是 注入 母线 i 的 有 功 功率 和 无 功 功 率 ， 负荷 被 模拟 成 负 的 功 
REA; VA 及 分 别 表示 母线 ; 和 母线 j 的 电压 模 值 ，0; 和 9 分别 表示 母线 i 和 母 
线 j 的 电压 相 角 ; Y; 和 ;是 网 络 导 纳 矩阵 了 位 于 第 i 行 、 第 j 列 位 置 上 的 元 素 ; 
常数 W， 是 整个 系统 的 母线 个 数 ; 式 (3.90) 和 式 (3.91) 中 的 AP, A AQ, BEAK 
为 偏差 项 ， 它 们 给 出 了 根据 电压 模 值 和 相 角 计算 得 出 的 功率 值 与 实际 注入 功率 之 
间 的 偏差 。 随 着 Newton - Raphson 法 友 代 的 继续 ， 上 述 偏差 值 将 被 驱动 到 零 ， 使 
根据 电压 模 值 和 相 角 计算 得 到 的 离开 母线 的 功率 等 于 注入 母线 的 功率 。 此 时 , 已 
收敛 的 电压 模 值 和 相 角 被 用 来 计算 线路 潮流 、 发 电机 母线 的 注入 无 功 功 率 以 及 平 
衡 母线 的 功率 等 。 

IN (3.90) 和 式 (3.91) 被 称 为 是 潮流 方程 的 “ 极 坐标 ”形式 ， 如 果 将 了 
《中 ;用 直角 坐标 复数 sy +jb; 表 示 ， 那 么 潮流 方程 可 以 写成 “直角 坐标 ”形式 : 

Nous 


0 = PR =V: 2 ViCeyeos( 9; = 4) + bysin( Oi = 8) (3.92) 
d=. 














Nbus 


0= 0 - vid Vj(gysin(@; = 6;) 一 bijcos( 0; = 6;)) 
jel l l 


i=1,, Nys (3.93) 


62 电力 系统 分 析 中 的 计算 方法 ( 原 书 第 2 版 ) 





在 上 述 任何 一 种 情况 下 ， 潮 流 方程 都 是 一 组 非 线 性 方程 组 ， 它 们 在 电压 和 相 角 
两 方面 都 是 非 线 性 的 。 这 组 方程 最 多 有 2N， 个 方程 。 对 于 每 个 已 知 电压 的 母线 ( 电 
压 控制 母线 ) 可 以 除去 一 个 潮流 方程 ， 而 对 于 平衡 母线 ， 因 相 角 已 知 ， 也 可 以 除去 
一 个 潮流 方程 ， 因 此 ， 潮 流 方程 组 中 的 方程 个 数 可 以 减少 。 这 种 方程 数 的 减少 是 必要 
的 ， 因 为 对 于 完全 确定 的 方程 组 ， 方 程 的 个 数 必须 与 未 知 量 的 个 数 相等 。 一 旦 建立 起 
非 线性 的 潮流 方程 组 ， 就 可 以 直接 应 用 Newton — Raphson 法 进行 求解 。 

采用 Newton - Raphson 法 求解 潮流 方程 的 最 常见 做 法 是 ， 将 方程 整理 成 先 电 
压 相 角 后 电压 模 值 的 形式 ， 即 

















| Ad, [ AP, 
Ad, AP, 
A53 AP, 
p r] Ady, a APy _ a 
J Jagd) AM AQ, 
AV, AQ, 
A V; AQ; 
L A Va L AQ n 
AH, 
A8; =5)*! 一 中 
AV, =Vi*! -Vi 


这 些 方程 然后 通过 LU 分 解 和 前 代 / 回 代 进 行 求解 。 而 Jacobi 2E KEE HE BTA 4 A 
分 块 ， 为 





aAP 3AP 

区 e 06 aV 
= (3.95) 

J; Jd | aAQ AQ 

06 aV 


每 个 分 块 表示 一 种 偏差 方程 相对 于 一 种 未 知 量 的 偏 导 数 。 这 些 偏 导数 具有 8 种 类 
型 ， 即 每 种 偏差 方程 对 应 2 种 偏 导 数 ， 其 中 一 个 对 应 对 角 元 ， 而 男 一 个 对 应 非 对 
角 元 。 这 些 偏 导数 总 结 如 下 : 
aAP, 
ad 


l 





Nous 
= V; > VY,sin(é; = 6; E ¢$;) + V;Y;,sing (3. 96) 
j=l 


3AP, 
a6, 





=- V,V,Y,sin(6; - 6; - $;) (3. 97) 
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aAP, Nous 
EA T 之 V,Y,,cos(6; T 6; = by) = VY cos; (3. 98 ) 
aAP, 
av, ~~ ViYjcos(6; -ô - i) (3. 99) 
aAQ; Nous 
05; p> VYscos(6; = 6; = py) + ViYacosgs (3. 100) 
ðAQ; 
i. Vi V; Yjcos(ô; - 6; - py) (3. 101) 
f: 
aAQ, Nous 
av, 7 2 Vj¥ysin(d; - 8; = by) + Vi¥usinds (3. 102) 
dAQ; , 
a ViY;sin(6; - 6; - $;) (3. 103) 





AE BSR RAY A LAGE ACNE A JIR ES ORRE 3X 
种 政变 将 产生 一 个 更 加 对 称 的 Jacobhi 答 阵 ， 因 为 现在 Jacobi SPEAR SBR Jy A J 
BEAR |. 六 以 补偿 对 AV, 除 以 攻 标 度 的 改变 。 这 样 ， 分 块 中 的 所 有 仿 导 数 都 变 成 了 
电压 模 值 的 二 次 趟 。 

用 于 求解 潮流 方程 的 Newton - Raphson 法 编程 实现 是 相对 简单 的 ， 因 为 函数 
值 计算 和 偏 导数 计算 使 用 的 是 相同 的 表达 式 。 因 此 ， 一 旦 计算 出 偏差 方程 ， 计 算 
Jacobi 年 阵 的 附加 计算 量 是 很 小 的 。 

例 3.9 对 图 3.12 所 示 的 小 型 电力 系统 求 电压 模 值 、 相 角 和 线路 潮流 ， 系 
统 的 标 么 值 参数 如 下 


aE 一 


Z23 









































Ps +IQ, 








图 3.12 算 例 电力 系统 








母线 类 型 V Died Queen Pload Qload 
1 平衡 1.02 一 0.0 0.0 
2 PV 1.00 0.5 一 0.0 0.0 
3 PQ 0.0 0.0 1.2 0.5 
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2 J Ry Xj B; 
1 2 0. 02 0.3 0.15 
1 3 0. 01 0.1 0.1 
2 3 0. 01 0.1 0.1 


解 3.9 潮流 计算 的 第 一 步 是 计算 系统 的 导 纳 矩阵 Yo 计算 导 纳 和 矩阵 元 素 的 
一 种 简单 方法 是 
Y(i, j) 母线 i 和 j 之 间 导 纳 的 负 值 ; 
Y(i, i) 连接 到 母线 i 的 所 有 导 纳 之 和 。 
计算 此 系统 的 导 纳 矩阵 得 

13.1505 -84.7148。 3. 3260 2.93. 8141° 9. 9504 2.95. 7106° 
Y=| 3.3260295.7106° 13. 1505Z -84.7148° 9.9504 495. 7106° 

9. 9504 2.95. 7106° 9.95042.95.7106° 19. 8012 Z -84. 2606° 
(3. 104) 

过 观察 ， 此 系统 有 3 个 未 知 量 : 5 、6; 和 Vs ， 因 此 需要 3 个 潮流 方程 。 这 些 潮 
流 方程 为 











[Ee 


3 


0 = AP, = 0.5 - V, >! VY;jeos(6, - 5; - 0;) (3. 105) 
jel 
3 

0 = AP; =-1.2 -V2 V,Y;;cos(53 - ô; - 0;) (3. 106) 
j=l 
3 

0 = AQ; =-0.5 -V; >) V,Y,sin(d; - ô; - 0;) (3. 107) 
pol 


将 已 知 量 V =1.02, V, =1.00 #5, =0 以 及 导 纳 矩阵 的 元 素 代 入 上 述 方程 ， 得 
到 
AP, =0.5—-(1.00)((1.02)(3.3260)cos(6, -0 -93.8141°) 
+ (1.00) (13. 1505) cos(8, -6, +84. 7148°) 
+ (V3) (9. 9504) cos(6, - 6; -95. 7106°) ) (3. 108) 
AP, = -1.2 - (V3) ( (1. 02) (9. 9504) cos( ô, -0 - 95. 7106°) 
+ (1.00) (9. 9504) cos(63 - 6, -95. 7106° ) 
+ (V3) (19. 8012) cos( ô} - 6, +84. 2606°) ) (3. 109) 
AQ, = -0.5 - (V3) ((1. 02) (9. 9504) sin( ô, -0 -95.7106°) 
+ (1.00) (9. 9504) sin(8, — 8, — 95. 7106°) 
+ ((V3) (19. 8012) sin(8, —8 +84. 2606°) ) (3.110) 
这 样 ， 此 系统 的 Newton - Raphson 法 迭代 式 为 


式 中 ， 





raAP, AP, 


JAP, 





8, 00; 
3AP, aAP, 


JAP; 





85, 00; 
dAQ, dAQ, 


dAQ, 





























ô, 06; 


aAP, 
45, 





aV; 
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Aô, AP, 
Aé, |= -| AP, (3.111) 
AV; AQ; 


= 3. 3925sin( ô, -93. 8141°) 


+9. 9504V;sin(S, -5; - 95. 7106°) 


aAP, 
a8; 
aAP, 


3AP; 
aô, 


3AP, 
a3, 





= -9. 9504V;sin(6, - 6, -95. 7106°) 
= -9. 9504cos( ô, - ô, —95.7106° ) 
= -9. 9504V;sin(6, - 6, -95. 7106°) 


= 10. 1494V,sin(6, -95. 7106°) 


+9. 9504V;sin(S; - ô, -95.7106°) 


3AP; 
av; 





= -10. 1494co0s(6, -95. 7106°) 


~9. 9504cos(8; -6, -95. 7106°) 
~ 39. 6024V; cos( 84. 2606° ) 


=9. 9504V;cos(8; -5 -95. 7106°) 


= - 10. 1494V,cos(6,; - 95. 7106°) 


-9. 9504V;cos(8; -6, -95. 7106°) 


3AQ; 
os 


= -10. 1494sin(6, - 95. 7106°) 


-9. 9504sin(5; -6, -95. 7106°) 
-39. 6024V;sin(84. 2606°) 
回想 一 下 ，Newton - Raphson 迭代 法 的 一 个 基本 假设 是 ， 只 有 当 方 程 组 的 初 





始 解 足够 靠近 真 解 时 ，Taylor 级 数 展开 的 高 次 项 才 可 以 忽略 。 在 大 多 数 运行 状态 
下 ， 系 统 中 所 有 母线 的 电压 在 +10% 额定 电压 范围 内 ， 因 此 标 么 值 电压 0. 9pu < 
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V;<1. 1pu。 类 似 地 ， 在 大 多 数 运行 状态 下 ， 系 统 中 相 邻 母线 的 相 角 差 通常 是 很 
小 的 。 这 样 ， 如 果 将 平衡 母线 的 相 角 设 为 0， 那 么 系统 中 所 有 母线 的 相 角 都 接近 
于 0。 因 此 ， 对 潮流 计算 的 初始 化 通常 选择 “平局 动 ”的 初始 条 件 ， 即 所 有 母线 
的 电压 模 值 等 于 1. 0pu， 而 所 有 母线 的 电压 相 角 等 于 0。 
第 1 次 迭代 
在 平 启动 初始 条 件 下 计算 Jacobi 矩阵 和 偏差 方程 得 到 
-= 13. 2859 9. 9010 0. 9901 
p | 





9.9010  -—20. 0000 - 1. 9604 
-0. 9901 2.0000 -19. 4040 


AP} 0. 5044 
AP? |=| -1.1802 





age} L-0. 2020 
求解 
As! AP? 
[Ja]| As} |= -| AP? 
AV} AQ’ 
通过 LU 分 解 求 出 方程 的 解 为 
A6} -0. 0096 
As! + 0 
avi | | -0.0163 


因此 ， 
5} =8 + Ad! =0 -0.0096 = -0.0096 
6! =8 + Ad! =0 -0.0621 = -0.0621 
Vi = V? +AV! =1 -0.0163 =0. 9837 
注意 , 求 出 的 相 角 是 弧度 而 不 是 度 。 第 1 次 迭代 的 误差 取 最 大 的 偏差 方程 绝对 
值 ， 其 值 为 
e! =1. 1802 
Neh He ae FE BS — PRR ie AI EE EE V 略 小 于 1.0pu， 对 于 本 例 
的 系统 结构 这 是 意料 中 的 。 还 请 注意 Jacobi 矩阵 的 对 角 元 在 绝对 值 上 都 大 于 或 等 
于 非 对 角 元 ， 这 是 因为 对 角 元 是 各 项 之 和 ， 而 非 对 角 元 则 是 单独 一 项 。 
第 2 次 迭代 
以 更 新 后 的 值 2 、2 和 V3 计算 Jacobi 矩阵 和 偏差 方程 得 到 
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-— 13. 1597 9.7771 0. 4684 











[1]=| 9.6747 -19.5280 -0.7515 
-1.4845 3.0929 -18. 9086 
(AP; | fF 0.0074 
AP! |=] -0.0232 
Lagi | | -0.0359 
求解 更 新 值得 到 
[A83] f -0.0005 
As? |=| -0.0014 
Lave} L-0. 0021 
All 
55 -0.0101 
& |=| -0.0635 
y 0. 9816 
其 中 ， 
£? =0. 0359 
第 3 次 迭代 


以 更 新 后 的 值 2 、563 和 V3 计算 Jacobi 和 矩阵 和 偏差 方程 得 到 
-13.1392 9. 7567 0. 4600 
[J] =| 9.6530 -19.4831 -0.7213 
-1.4894 3.1079 -18. 8300 











(APS) 7 0.1717 
APS |=| -0.5639 |x 10~4 
Lage | | -0.9084 
求解 更 新 值得 到 
[A83] f -0. 1396 
As? |=| -0.3390 |x10-5 
LAV; | 一 0. 5273 
All 
53 -0.0101 
63 |=| -0.0635 
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其 中 ， 
£ =0. 9084 x 1074 
Blt, ARCA, AAO ee), MASA AK, 
潮流 计算 的 最 后 一 个 任务 是 计算 发 出 的 无 功 功 率 、 平 衡 母 线 的 有 功 功 率 以 及 
线路 潮流 。 发 出 的 功率 可 直接 通过 潮流 方程 进行 计算 ; 





Ws 
pe = V; > VYijcos( 0; = 6; = $;;) 
jel 


Nous 
om = v È Vi -0 - by) 
i= 


因此 ， 
Pı = Pi") =0. 7087 


gen, 

Quon,1 = Qi") =0. 2806 

Quen,2 = Qs = —0. 0446 
系统 中 的 有 功 损耗 等 于 发 出 的 有 功 功率 之 和 减 去 负荷 的 有 功 功率 之 和 ， 对 于 本 例 
为 
Pios = È, Pax = Dy Ping = 0. 7087 +0.5 = 1.2: =0.0087pu (3.112) 
IREE i -j 上 的 损耗 需要 同时 计算 线路 送 端 和 受 端的 功率 ， 从 母线 送出 到 母线 7 

的 功率 为 





Sy =V; Zô} (3. 113) 
BELG j MAES i FR BIS DR 
Si =V; LO Ti (3. 114) 
因此 ， 
P; =V,V,Y,cos(6; -6;— 9;) -V;Y,cos(o;) (3. 115) 
Q; = V; V, Y ;jsin(ô; -ô; - $;) + V; Y sin(ġ;) (3.116) 


类 似 地 ， 可 以 得 到 PA Qi 的 表达 式 。 在 特定 线路 上 的 有 功 功率 损耗 是 从 :送出 
的 有 功 功率 与 从 7 受 入 的 有 功 功率 之 差 。 无 功 功率 损耗 的 计算 比较 复杂 ， 因 为 必 
须 考虑 线路 本 身 的 充电 无 功 (并 联 电容 )。 


3.6.2 调节 变压器 


电力 网 络 中 最 常见 的 控制 器 之 一 是 “调节 变压器 ” 。 这 是 一 种 响应 于 负荷 侧 
电压 变化 而 改变 忠 数 比 〈 分 接头 档 位 ) 的 变 压 咒 。 如 果 二 次 侧 〈 负 荷 侧 ) 电压 
低 于 期 望 的 电压 〈 例 如 在 重 载 情 况 下 ) ， 分 接头 将 会 改变 ， 在 保持 一 次 侧 电压 的 
条 件 下 提高 二 次 侧 电压 。 调 节 变 压 器 经 常 也 被 称 为 有 载 分 接头 变化 〈ULTC) 变 
压 锅 。 分 接头 档 位 上 可 以 是 实数 也 可 以 是 复数 ， 在 标 么 制 下 ， 焉 数 比 被 定义 为 
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lit, FEP t 的 典型 值 在 1.0 AY 10% 范围 内 。 通 过 将 上 定义 为 具有 模 值 和 相 角 的 复 
数 ， 就 可 以 实现 对 移 相 变压器 的 模拟 。 
调节 变压器 的 作用 通过 导 纳 矩 

















阵 而 纳入 到 潮流 计算 中 。 为 了 将 调 ge © 

节 变压器 归 入 到 导 纳 矩阵 中 , KI e = 80S We , 

节 变 夺 器 看 作为 一 个 两 端口 网 络 ， | » 

端口 电流 为 1 和 了， 端口 电压 为 V, 和 

V;， 如 图 3. 13 所 示 。 2 - e 
受 端 电流 为 


图 3.13 调节 变压器 模型 
L=(V,-tV,)Y (3.117) 


注意 ， 电 流 也 可 以 通过 功率 传输 方程 获得 


S; =V} = -V7 (3.118) 
因此 ， 
I = 1°], (3.119) 
= =t" (V, -tV;)Y (3. 120) 
=tt* YV, —t* YV; (3. 121) 
= lel? YV; -t* YV, (3. 122) 
因此 ， 导 纳 和 矩阵 中 的 非 对 角 元 为 
Y(i,j) = -t* Y 
Y(j,i) = -tY 


而 Y(i, 2) EZME? Y, YG, 7) 上 需要 加 上 Y, 

因为 调节 变压器 是 作为 电压 控制 装置 使 用 的 ， 计 算 上 的 一 种 常用 做 法 是 求 分 
接头 档 位 上 使 得 二 次 侧 母线 的 电压 模 值 V 为 一 个 特定 值 o 这 可 以 理解 为 在 系统 
方程 中 增加 一 个 附加 变量 上 和 一 个 附加 约束 V, = 多 由 于 附加 约束 刚好 由 附加 的 
自由 度 平衡 ， 因 此 未 知 量 与 方程 个 数 保持 相同 。 存 在 两 种 主要 的 方法 来 求解 分 接 
头 档 位 ;使 之 满足 V, = V0 一 种 方法 是 迭代 法 ， 男 一 种 方法 直接 从 潮流 方程 计算 


to 











迭代 法 可 以 总 结 为 如 下 步骤 : 

(1) $t=t 

(2) 求解 一 次 潮流 以 求 出 V, 

(3) 判断 太 > 欠 ， 如 果 是 ,那么 :=5-Ai， 转 第 (2) 步 

(4) FBV, < V2, MRE, 那么 i=t+At，, 转 第 (2) 步 

(5) 结 

这 种 方法 概念 上 是 简单 的 ， 并 且 不 需要 改变 潮流 算法 。 但 是 ， 如 果 to 远离 所 
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求 的 档 位 ， 这 种 方法 可 能 需要 计算 很 多 次 潮流 。 
直接 法 将 Newton - Raphson 法 直接 应 用 到 包含 分 接头 档 位 1 的 新 的 潮流 方程 
上 。 其 步骤 为 

(1) SV =P, 并 设 为 一 个 未 知 状态 量 

(2) 改变 Newton - Raphson 法 的 Jacobi 和 矩阵， 将 相对 于 V 求 偏 导数 的 行 用 相 
对 于 : 求 偏 导 数 的 行 代替 

(3) 改变 状态 向 量 * 为 











注意 ， 状 态 V 已 用 1 代替 。 
(4) 用 Newton - Raphson 法 求解 
在 这 种 情况 下 ,潮流 方程 只 计算 一 次 ,但 是 由 于 系统 的 Jacobi 矩阵 改变 了 ， 
不 能 使 用 标准 的 潮流 计算 程序 。 
由 于 分 接头 不 能 治 着 变压器 绕组 连续 移动 ， 而 是 垂直 地 从 一 个 绕组 移动 到 相 
邻 绕组 ， 实 际 的 档 位 是 一 个 非 连续 状态 量 。 因 此 ， 在 上 述 两 种 情况 下 ， 计 算得 到 
的 分 接头 档 位 必须 舍 人 到 可 能 的 最 接近 的 物理 档 位 。 
例 3.10 对 于 图 3. 12 中 的 系统 ， 在 母线 3 和 负荷 之 间 引 入 一 个 新 的 母线 4， 
在 母线 3 和 母线 4 之 间 加 入 一 个 变 压 带 ， 其 电抗 为 X， 分 接头 为 实数 1。 求 新 的 
导 纳 矩阵 和 相应 的 Jacobi 元 素 。 
解 3.10 令 包 含 母 线 1 -3 的 子 系统 的 导 纳 和 矩阵 为 
YL0 YL0 Yiz 2613 
Yius =| Yor 40a Yo2 2022 Yz 203 (3. 123) 
YL0 YL0 ¥33 2 O33 
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在 母线 3 和 4 之 间 加 入 变压器 后 产生 的 新 的 导 纳 矩阵 为 


[Yu 20, YL01, Yi3 26); 0 
YL Yo, 2 Oop Yn, L03 0 
= l =t 
Yous Y3; 203; YL0 Yz3 2.033 + ix 这 (3.124) 
-t 1 
_ x 这 





母线 3 上 的 潮流 方程 变 为 
0 =P, - VV, Y3;cos(6,; -6 - 03, ) — V3V> Y3,c0s(6, -ô - 0) 


2 
- V; nl je -64 -90°) - V3Y3,cos( - 433) — v (F Joos(90° 
0 =Q; - V3 Vi Ys, sin( 6, - 6, -031 ) - V3 Va Ysin(6 — 6 — 0) 


2 
-V,V, (+ ja -5, -90°) —V2Yz,sin( - 655) va (  }sin(90°) 





P 
HF v, 是 固定 的 ， 因 此 没有 偏 3， 相 反 ， 有 一 个 相对 于 1 的 偏 导数 . 
4 





























oAP V3 V, 
= z Cos(63 -64 -90?) (3. 125) 
类 似 地 ， 偏 导数 一 一 为 
ðA V3 V, 
a : sin(6, -64 -90°) +243 + (3. 126) 
相对 于 ô, ô, VT 用 的 偏 导 数 没 有 变化 ， 但 相对 于 8, 、 态 的 偏 导数 变 为 
0AP3 . 
J8 = V3V,Y3,sin(6; -ô — 65; ) +V V Ysin( 6 -ô = 032) 
3 
+V V4 Tsin( 8 - ô, -90°) 
3AP, t. N 
35; = -VV yine - 6, - 90°) 
ð AP, 
aV; = - V, Y3, cos ( ô; -ô — 63; ) — Vz ¥3. cos (6; -6, = 032) 
-到 00s(6 -6, -90。) -2V3Y4,008( — 6,3) 
aAQ, 
35, = —V3V, Y3,cos(6, - ô; — 63, ) - V3V Yz cos( ô; -6, - 3, ) 


-VW -pcos (ô; -6, -90°) 
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AO: t 
a = V3 V4 4-c0s(5; -64 -90°) 
dAQ 
TA = —V,Y3,sin(6, - ô; - 63, ) — V,Y3,sin(6, -ô — 43, ) 


2 
a¥, sin( 5 -6, —90°) -2 了 Jsin( - 033) -2V3 a 
这 些 偏 导 数 用 于 建立 Newton — Raphson 法 的 Jacobi 和 矩阵， 并 用 于 求解 潮流 方程 。 
3.6.3 解 耦 潮流 算法 
潮流 计算 是 电力 系统 分 析 中 使 用 最 为 广泛 的 计算 工具 之 一 ， 既 可 用 以 解决 单 
机 系统 的 问题 ， 也 可 用 以 解决 包含 成 千 上 万 节点 的 大 规模 电力 系统 的 问题 。 对 于 
大 规模 电力 系统 ， 完 整 的 潮流 计算 需要 大 量 的 计算 资源 用 以 计算 、 存 储 和 分 解 
Jacobi 矩阵 。 然 而 ， 正 如 前 面 已 讨论 过 的 那样 ， 可 以 用 一 个 容易 计算 和 分 解 并 仍 
然 具 有 较 好 收敛 特性 的 矩阵 M 来 替代 Jacobi 矩阵。 根据 系统 Jacobi 矩阵 的 构成 
方法 ， 潮 流 方程 天 然 地 具有 多 种 适合 于 迭代 计算 的 矩阵 形式 。 回 顾 一 下 ， 系 统 
Jacobi 和 矩阵 具有 如 下 形式 : 























oAP 9AP 
F T 08 aV ee 
J J4} | 9AQ AQ 
a əv 
式 中 ,， 子 矩阵 尸 的 一 般 性 形式 为 
aAP, 
og (3. 128) 
aAP, 
ay = Vi¥jeos(8; -6;— b;) (3. 129) 


J 
对 于 大 多 数 输电 线路 ， 线 路 电阻 对 整个 线路 阻抗 的 值 没 有 实质 性 的 作用 。 因 此 ， 
导 纳 矩阵 元 素 中 的 相 角 接近 +90"。 此 外 ,在 正常 运行 条 件 下 ， 相 邻 母 线 之 间 
的 相 角 差 通 常 是 很 小 的 ， 因 此 有 








cos(6; -6; - $;) ~0 (3. 130) 
从 而 有 
JAP, 
元 ~0 (3. 131) 
根据 类 似 的 理由 ， 可 以 得 到 
ðAQ; 
~0 (3. 132) 


J 
利用 式 (3.131) 和 式 (3.132) 的 近似 关系 ，jJacobi 矩阵 的 一 种 可 能 的 替代 
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和 矩阵 是 
oAP 
a 0 
M= (3. 133) 
o aaA0 
oV 





采用 这 个 矩阵 M HERA SCY Jacobi ERE, PAISEAN ETE : 


ght! -04 - E | AP (3. 134) 


yee =v - [28] ag (3. 135) 





式 中 ，AP RA AQ 迭代 可 以 独立 完成 。 这 种 解 耦 潮流 算法 的 主要 优势 是 可 以 
大 大 减少 LU 分 解 的 计算 量 。 每 次 迭代 LU 分 解 全 Jacobi 和 矩阵 所 需要 的 浮 点 运算 
次 数 是 (2n)? =8 ; 而 采用 解 磷 算法 后 ， 单 次 迭代 所 需要 的 浮 点 运算 次 数 仅仅 
为 2n。 

例 3.11 采用 解 看 湖 流 算法 重新 做 例 3.9。 

解 3.11 对 于 例 3.9， 在 初始 条 件 下 得 到 的 Jacobi 矩阵 为 
「 -13.2859 9. 9010 0. 9901 
[Jo] = 9.9010 -20.0000 -1.9604 
L -0.9901 2.0000 -19. 4040 
注意 ， 非 对 角 位 置 上 的 子 矩阵 比 主 对 角 位 置 上 的 子 和 矩阵 其 模 值 要 小 得 多 。 例 如 ， 








(3. 136) 























0.9901 -13.2859 9.9010 
ICJ] l e << IEA] I -|| 9.9010 Ene 
以 及 
C43] = IT -0.9901 2.0000] | << II [J4] = I [ -19. 4040] | 
DŽ, ANBAR TAA Do EAS J, A J, EA, A, ET AB 1 
次 迭代 变 为 
A8! _[ AP: 
[ja (8.137) 
13.2859 ”9.90101-1[ 0. 5044 
-| | | | (3. 138) 
9.9010 -20.000| | -1.1802 
[AVS |) =[J] "AQ, (3. 139) 
= —19. 4040! ( -0. 2020) (3. 140) 


从 而 得 到 更 新 值 为 
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ô) -0. 0095 
8! |=] -0.0637 
vi 0. 9896 








与 完整 的 Newton - Raphson 迭代 法 类 似 ， 上 述 迭 代 过 程 可 以 通过 不 断 更 新 Jacobi 
TEE 用 和 有 以 及 偏差 方程 而 进行 下 去 。 当 偏差 方程 AP 和 A0Q 的 偏差 都 小 于 收 
钱 容 差 时 上 述 迭 代 收 敛 。 注 意 , 一 组 偏差 方程 先 于 男 一 组 偏差 方程 收敛 的 情况 是 
可 能 的 ， 因 此 “P” 友 代 达 到 收敛 的 次 数 与 “Q” 和 迭代 达到 收敛 的 次 数 可 能 是 不 
同 的 。 
3.6.4 快速 OR fie FS BH im SK 

在 例 3. 11 中 ， 每 个 解 耦 的 Jacobi 子 和 矩阵 在 每 次 迭代 时 都 是 要 更 新 的 。 然 
而 ， 正 如 前 面 已 讨论 过 的 ， 为 了 使 函数 值 计算 和 LU 分 解 的 次 数 最 小 化 ， 期 望 采 
用 常数 矩阵 进行 迭代 。 我 们 将 这 种 采用 常数 矩阵 迭代 的 潮流 算法 称 为 快速 解 厢 潮 
流 算法 。 该 算法 的 公式 为 











[ AP*] =[B’][ A8**! ] (3.141) 
[Ag] =Car) Lavery (3. 142) 


IOP, B'A 有 为 常数 和 矩阵 [8] 。 为 了 从 潮流 Jacobi 矩阵 中 推导 上 述 和 矩阵 ， 考 察 
Newton - Raphson 法 中 的 解 耦 潮流 算法 关系 : 


[AP] = -[J,][A8] (3. 143) 
[ae ] [Am (3. 144) 
其 中 在 直角 坐标 下 Jacobi 子 矩 阵 的 元 素 为 
J,G,i) = V; 2, Vi(gysindy — b,cos6;;) (3. 145) 
J, (i,j) = VV, (eysin8, -bijcos6;) (3. 146) 
Jy(i,i) = 2V;b; 一 2, Cogan — b,cosd;; ) (3. 147) 
J4(i,j) = -V.cg,sin5, - bijcos6;) (3. 148) 


式 中 ， b; = |Y,sing; | 是 导 纳 矩阵 的 元 素 虚 部 ， ii gy = ly, cos | me AN FE ME AY IG 
素 实 部 。 注意 到 由 =90"， 因 此 cosh, =0， 这 也 意味 着 g; =0。 通 过 进一步 将 所 
有 母线 的 电压 模 值 近似 为 1pu， 可 以 得 到 


hG, i) =- Dob; (3.149) 
j*i 
J, ij) =b; (3. 150) 


iii) = 2b = Sb (3. 151) 
ji 
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itis j) =b; (3. 152) 
FHF EE 万 反映 了 有 功 功 率 的 变化 与 功 角 变 化 之 间 的 关系 ， 因 此 主要 影响 无 
功 潮流 的 元 素 可 以 从 此 和 矩阵 中 忽略 掉 ， 而 不 会 对 收 和 敛 性 态 产生 影响 。 这 样 ， 并 联 
电容 (包括 线路 充电 电容 ) 和 外 部 电抗 以 及 用 于 描述 非 移 相 变 压 需 在 非 标准 变 
比 情况 下 产生 的 并 联 阻 抗 都 可 以 忽略 。 因 此 ， 导 纳 和 矩阵 中 的 对 角 元 素 中 是 不 包含 
这 些 并 联 阻抗 的 。 此 外 ， 和 输电 线路 的 集 总 串联 电阻 也 被 忽略 挤 。 这 样 ， 得 到 的 用 
于 近似 替代 子 和 矩阵 万 的 矩阵 B' 的 表达 式 为 


B= + (3. 153) 
ny 
Bi. =- YB (3. 154) 


jži 
KWM, FEE J, 反映 了 无 功 功率 的 变化 与 电压 模 值 变 化 之 间 的 关系 ， 
此 主要 影响 有 功 潮流 的 元 素 可 以 从 此 矩阵 中 忽略 掉 。 这 样 ， 忽 略 所 有 移 相 变压器 
后 ， 得 到 
BY. = by (3. 155) 
BY, = 2b; 一 > BY (3. 156) 


jzi 
式 中 ,5; 是 母线 i 的 并 联 电 纳 ， 即 与 母线 i 相连 的 所 有 文 路 的 电 纳 之 和 。 

这 种 方法 产生 了 一 组 常数 矩阵 ， 可 用 来 近似 表示 Newton - Raphson %4 FAY 
潮流 Jacobi 矩阵 。 这 种 方法 通 党 被 称 为 快速 解 看 潮流 算法 中 的 XB RAS, BUA B" 
都 是 实 的 稀 玻 和 矩阵， 且 只 含有 网 络 元 件 即 导 纳 和 矩 阵 中 的 元 素 。 在 Newton - Raph- 
son 法 整个 迭代 求解 中 ， 上 述 和 矩阵 只 要 进行 1 次 LU 分 解 ， 然 后 就 存储 起 来 供 每 
次 迭代 使 用 。 上 述 和 矩阵 是 基于 一 定 的 假设 条 件 导 出 的 ， 如 果 这 些 假设 条 件 不 成 
立 ， 即 电压 模 值 偏离 1. 0pu 很 远 ， 或 网 络 具 有 很 高 的 RAX 比 ， 或 相 邻 母线 之 间 
的 相 角 差 较 大 ,那么 这 种 快速 解 耘 潮流 算法 的 收敛 性 就 可 能 会 有 问题 。 如 何 对 
XB 版 本 进行 改进 以 提高 收敛 性 ， 这 方面 的 工作 仍 在 继续 [32.3,3], 

例 3.12 采用 快速 解 耦 潮流 算法 重新 做 例 3. 9。 

解 3.12 方便 起 见 将 算 例 系统 的 线路 数据 重新 列 出 如 下 : 

















i j R; X; B; 
1 2 0.02 0.3 0.15 
1 3 0.01 0.1 0.1 
2 3 0.01 0.1 0.1 


可 以 得 到 如 下 的 导 纳 矩阵 : 
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13. 1505 Z -84.7148。 3. 3260 2.93. 8141。 9. 9504 2.95. 7106° 
Yous =| 3-3260295.7106° 13. 1505 Z -84.7148° 9. 9504. 2.95. 7106° 
9. 9504 295. 7106° 9. 9504 295.7106° 19. 8012 Z - 84. 2606° 
(3.157) 
取 上 述 和 矩阵 的 虚 部 得 到 如 下 的 矩阵 B 
- 13. 0946 3. 3186 9. 9010 
B= 3.3186 - 13.0946 9.9010 (3. 158 ) 
9. 9010 9.9010 -19.7020 
根据 线路 数据 和 对 应 的 矩阵 了， 可 以 得 到 如 下 的 矩阵 8 和 和 矩阵 B": 





ak. 1 1 
B = MX21 %3 %93 i [7 13. 3333 | (3. 159) 
l odl 1 10 -20 
%23 X31 %32 


B" = (2b, = (By + By)] 
= [2(0.05 +0.05) - (9.9010 +9.9010)] =- 19.6020 (3. 160) 
将 上 述 和 矩阵 与 例 3.9 ALE UR ARE FRIET EE J A ARR : 
-13.2859 9. 9010 
l -| 9.9010 -20. = 
J, = [ -19. 4040] 
根据 快速 解 耦 算法 的 假设 条 件 ， 两 者 之 间 的 相似 性 是 可 以 预计 到 的 。 
EAC 1: 
在 初始 条 件 为 “ 平 启动 ”的 情况 下 ， 更 新 值 可 以 通过 求解 下 面 的 线性 方程 


组 得 到 
lel’ 5044 |: Be 3333 Hl 
AP? - 1. 1802 10 -20 JLA! 
[ AQ? ] =[ -0. 2020] = - 19. 6020AV} 
st, Ad} =8$) -640 | A8! =641) -65DAV = V$) - yf , 





解 得 更 新 值 为 
5) ~ 0.0103 
61 |=| -0.0642 
v! 0. 9897 





式 中 ， 相 和 角 的 单位 是 rad。 这 个 过 程 可 以 一 直 进 行 下 去 ， EA “P” RRA “Q” 
迭代 都 收敛 为 止 。 
注意 ， 在 上 述 的 2 种 解 耦 潮流 算法 中 ， 和 迭代 的 目标 是 与 完整 的 Newton - 
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Raphson 潮流 算法 相同 的 。 该 目标 是 驱动 偏差 方程 AP 和 AQ 到 某 个 容 差 之 内 。 
因此 ， 不 管 达 到 收敛 的 迭代 次 数 是 多 少 ， 解 的 精度 与 完整 的 Newton - Raphson 法 
是 一 样 的 。 换 句 话 说 ， 只 要 迭代 是 收敛 的 ， 解 看 算 法 得 到 的 电压 值 和 相 角 值 与 采 
用 完整 的 Newton - Raphson 法 得 到 的 是 完全 一 致 的 。 


3.6.5 PV 曲线 与 连续 潮流 计算 


潮流 计算 是 用 于 监视 系统 电压 随 
负荷 变化 的 一 个 有 力 工 具 。 一 种 常见 
的 用 法 是 画 出 某 个 特定 母线 的 电压 随 
负 奏 从 基准 值 增长 到 极限 点 (通常 被 
称 为 最 大 负荷 点 ) 时 的 变化 曲线 。 如 
AR Any A FE DA SEE ELS KR BA BR fi A 
点 ， 然 后 又 从 极限 负荷 点 逐步 减 小 到 
基准 值 ， 就 可 以 画 出 完整 的 功率 — 电 
压 关 系 曲 线 ， 即 PV 曲线 。 这 条 曲线 ， 
如 图 3. 14 所 示 ， 有 时 因 其 形状 特征 
而 被 称 为 “鼻子 曲线 ”。 图 3.14 PV 曲线 

在 极限 负荷 点 ， 即 鼻子 曲线 的 项 
点 上 ， 系 统 潮流 方程 的 Jacobi 矩阵 将 变 为 奇异 ， 因 为 里 子 曲线 的 斜率 将 变 为 无 穷 
大 。 因 此 ， 用 于 求解 潮流 的 传统 Newton - Raphson 法 将 会 失效 。 这 种 情况 下 ， 需 
要 采用 一 种 被 称 为 “连续 法 ”的 改进 Newton - Raphson 法 。 连 续 法 在 基本 潮流 方 
程 中 引入 了 一 个 附加 方程 和 一 个 未 知 量 。 该 附加 方程 是 特别 选择 的 ， 以 保证 增 广 
的 Jacobi 矩阵 在 负 葵 极限 点 不 再 奇异 。 附 加 的 未 知 量 通 常 被 称 为 连续 参数 。 

连续 法 通常 依赖 于 预测 - 校正 方案 以 及 必要 时 改变 连续 参数 的 规则 。 跟 踪 
PV 曲线 的 基本 做 法 是 选择 一 个 新 的 连续 参数 值 (功率 或 电压 ) ， 然 后 预测 此 参 
数值 下 的 潮流 解 。 这 通常 可 以 用 切线 ( 即 线性 ) 允 近 来 完成 。 将 此 预测 值 作为 
初始 值 进行 非 线性 迭代 ， 然 后 求 出 增 广 潮流 方程 的 解 〈 即 校正 ) 。 所 以 此 方案 是 
先 预测 后 校正 。 这 种 预测 - 校正 方案 如 图 3. 15 所 示 。 

令 潮流 方程 组 用 下 式 来 表达 








电压 模 值 (pu) 
































AK - f(8, V)=0 (3. 161) 
或 者 

F(8, V, A) =0 (3. 162) 
AP, K 是 可 变 负 葵 分 布 特性 ( 即 基准 状态 下 P 与 0 的 关系 ) A 是 负荷 参数 ， 
从 1 (基准 点 ) 变化 到 负荷 极限 点 时 的 值 。 式 (3. 162) 可 以 进行 线性 化 ， 得 
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oF 
06 





dô ond + Kaa =0 m 
(3. 163) | ~ 

式 (3.163) 未 知 量 比 方程 个 数 Í Ne BEE 

多 1 个 (BS RAHA), Alt 

需要 增加 1 个 方程 : 

dé 

e,| dV 

dA 

式 中 ，ei 是 一 个 行 向 量 ， 除 了 被 < 

选 作 连 续 参 数 的 未 知 量 的 位 置 为 功率 (pu) 

+1 或 者 -1 外 ， 其 他 元 素 都 为 图 3.15 预测 - 校正 方案 

0。 而 +1 或 者 -1 的 选择 取决 于 

连续 参数 是 增加 还 是 减 小 。 当 连续 参数 A 表示 功率 时 ， 正 号 表示 负荷 是 增加 的 。 

当 连 续 参 数 表示 电压 时 ， 负 号 表示 电压 模 值 减 小 。 

未 知 量 按 如 下 方式 预测 : 








电压 模 值 (pu) 


=1 (3.164) 
































6 RM Tô dé 
[ =| Vo saa (3. 165) 
À Ào dà 
式 中 ， 
r =l 
: 0 
dé Jir : K . 
dV |= : ` 
0 
dA a i 
L [ex] 
而 o 是 本 次 预测 的 步 长。 注意 ， 连 续 参 数 对 应 的 状态 dx, =1， 所 以 
com = 
=X +O 








因此 ，o 作为 步 长 应 基于 Se i 是 功率 或 电压 ) 进行 合理 

的 选择 。 
校正 环节 涉及 求解 如 下 方程 组 : 

F(6, V, A) =0 (3. 166) 

a, -xP =0 (3. 167) 

对 的 连续 参数 。 一 般 地 ， 连 续 参数 被 选择 为 呈现 最 大 变化 率 的 














= 测 
Et H 
u 
Se 
X 
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例 3.13 应 用 连续 潮流 法 面 出 图 
3. 16 所 示 系统 的 PV 曲线 ， 设 负荷 从 0 i 
变化 到 最 大 负荷 点 。 C-bit 
解 3.13 图 3.16 所 示 系 统 的 潮流 
方程 为 
0 = -P -0. 995Vcos(6 -95.7°) 
-0. 995 V” cos(84. 3°) (3. 168) = 
0 = -0.995Vsin(6 -95.7°) 
-0. 995 V° sin(84.3°) (3.169) 
在 连续 潮流 法 求解 过 程 中 ， 注 和 有功 
功率 和 无 功 功率 向 量 将 用 向 量 AK 代替 。 负 荷 向 量 AK 为 


lo | 
人 大 = 人 
0 
式 中 , A 将 从 0 变化 到 最 大 负荷 值 。 一 般 地 ， 向 量 天 将 包含 系统 中 所 有 注 人 有 功 
功率 和 无 功 功率 的 基准 值 。 在 本 例 中 ， 负 和 荷 己 对 应 位 置 的 元 素 是 负 的 ， 表 示 注 
入 的 功率 是 负 的 〈 即 是 负荷 ) 。 

上 述 潮流 方程 组 的 Jacobi 和 矩阵 为 

0. 995 Vsin( 6 - 95. 7°) -—0.995cos(6-95.7°)  —-1.99c0s( 84. 3°) V 

e=] -0.995 Vcos(8 -95.7。) -0.995sin(S -95. 7°) ean | 
第 1 次 迭代 

初始 时 ， 连 续 参 数 选 择 ， 因 为 在 远离 鼻子 曲线 顶点 的 地 方 ， 负 和 荷 比 电压 变 
化 得 更 快 。 在 入 =0 点 ， 电 路 处 于 空 载 状 态 ， 初 始 的 电压 模 值 和 相 角 为 1 40°。 
Mo =0. 1pu， 预 测 环节 为 




















图 3.16 例 3.13 的 系统 图 




















. 7 
8 | 而 济 re ke w 
! = ; f (3. 170) 
À Lào oe i 
L [ex] 
ro -0.9901 -0.0988 -1]-!'r0 
= i 0.0988 -0.9901 0 | o (3.171) 
Lo 0 0 1 1 
F -0. 1000 
= vo (3. 172) 
| 0. 1000 


式 中 ,6 的 单位 是 rad。 注 意 ，A 的 预测 值 是 0. 1pu。 
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校正 环节 求解 方程 组 : 
0 =—A—0.995Veos(6 - 95.7°) - 0.995V2cos(84.3°) (3.173) 
0 = -0. 995Vsin(6 -95. 7°) -0. 995V*sin( 84. 3°) (3. 174) 
式 中 ， 取 负荷 参数 A 为 0. 1pu。 注 意 ， 这 是 一 个 常规 的 潮流 计算 问题 ， 不 需要 改 
变 程序 就 能 够 求解 。 
第 1 次 校正 后 得 到 











6 -0. 1017 
VI=| 0.9847 
À 0. 1000 











注意 ， 这 个 过 程 与 图 3.15 所 展示 的 是 一 致 的 。 预 测 环节 的 步 长 o 是 沿 着 该 
点 PV 曲线 的 切线 的 。 校 正 环 节 将 会 治 着 垂直 路 径 ， 因 为 功率 (AK) 在 校正 过 
程 中 保持 恒定 。 
第 2 次 迭代 

第 2 次 迭代 类 似 于 第 1 次 迭代 。 预 测 环节 产生 如 下 的 猜想 值 : 
6 - 0. 2060 
Hse 
A 0. 2000 
AP, A 按照 步 长 go =0. 1pu 增加 。 

对 上 述 猜 想 值 进行 校正 得 到 第 2 组 更 新 值 为 


6 -0.2105 

(| aa 

A 0. 2000 
第 3 次 和 第 4 次 迭代 


第 3 次 和 第 4 次 迭代 与 前 面 的 迭代 是 类 似 的 ， 到 此 为 止 的 结果 总 结 如 下 : 














A V 6 T 
0. 1000 0. 9847 -0. 1017 0. 1000 
0. 2000 0. 9570 -0.2105 0. 1000 
0. 3000 0.9113 一 0. 3354 0. 1000 
0. 4000 0. 8268 -0. 5050 0. 1000 


超过 这 个 点 后 ， 对 于 o =0. 1 的 步 长 ， 潮 流 不 收敛 。 此 方法 已 经 接近 最 大 功 
率 点 (鼻子 曲线 的 项 点)， 这 可 以 从 和 相对 小 的 变化 就 会 引起 电 奈 快速 下 降 看 
出 。 在 这 点 上 ， 为 了 保证 校正 环节 的 收 僵 ， 连 续 参 数 将 从 切换 到 V。 因 此 ， 预 


测 环 节 改 变 为 
dé dôg -Al-'ro 
dV |= ee 0 o 
dà] Lda, 0 -1 0 1 














第 3 章 ， 非 线性 方程 组 的 解法 8] 








式 中 ,最 后 一 行 (GTE e) 的 -1 对 应 于 了 而 不 是 和 ， 负 号 表示 预测 环节 将 减 
小 电压 模 值 一 个 步 长 o。 对 应 于 电压 模 值 的 改变 ，o 改变 为 0. 025 是 更 合适 的 。 
当 连 续 参 数 切 换 到 电压 模 值 后 ， 校 正 环节 也 需要 改变 ， 新 的 增 广 方程 组 变 为 
0=f,(8, V, A) = =A -0.995V(cos(d —95. 7°) + Veos(84.3°)) (3. 175) 
0=f,(6, V, A) = -0.995Vsin(6 -95.7°) -0. 995 V? sin( 84. 3°) (3. 176) 
0 = 户 (5,『, à) Svar (3.177) 
这 组 方程 因 最 后 一 个 方程 的 原因 ， 不 能 用 传统 的 潮流 计算 程序 求解 ， 但 最 后 一 个 
方程 对 保证 用 Newton - Raphson 7&i% (CAE a} HE DEA, BETS AYE, Newton - 
Raphson 法 所 用 的 迭代 和 矩阵 与 预测 矩阵 是 相同 的 : 








-A ToTe yD) pay fi 
[Jir] 0 oliv -|V =-|f (3. 178) 
0 -1 0 1 作 LA A h 


从 而 能 使 计算 量 最 小 化 。 
注意 ， 现 在 的 校正 环节 是 在 水 平方 向 上 的 校正 ， 因 为 电压 模 值 已 固定 ， 而 需 
要 对 和 A 和 6 进行 校正 。 相 应 的 迭代 值 如 下 : 














预 测 校 E 
À V 6 o À V 6 
0. 4196 0. 8019 —0.5487 0. 0250 0.4174 0. 8019 一 0. 5474 
0. 4326 0. 7769 —0. 5887 0. 0250 0. 4307 0. 7769 一 0. 5876 
0. 4422 0. 7519 一 0. 6268 0. 0250 0. 4405 0. 7519 一 0. 6260 
0. 4487 0. 7269 一 0. 6635 0. 0250 0. 4472 0. 7269 一 0. 6627 
0. 4525 0. 7019 一 0. 6987 0. 0250 0. 4511 0. 7019 一 0. 6981 
0. 4538 0. 6769 一 0. 7328 0. 0250 0. 4525 0. 6769 一 0. 7323 
0. 4528 0. 6519 一 0. 7659 0. 0250 0. 4517 0. 6519 一 0. 7654 


注意 ， 最 后 一 个 迭代 值 ， 负 和 荷 参 数 A 已 经 开始 随 着 电压 的 下 降 而 下 降 。 这 
表示 连续 潮流 计算 已 经 开始 画 出 鼻子 曲线 的 下 半 支 。 但 是 ， 由 于 和 迭代 还 是 在 鼻子 














曲线 的 顶点 附近 ，Jacobi 矩阵 将 仍然 是 病态 的 ， 因 此 在 将 连续 参数 从 电压 模 值 切 
换 回 A 之 前 ， 再 继续 进行 几 步 迭代 是 一 种 好 的 思路 。 继 续 迭 代 的 绪 果 为 
预测 校 E 
A v 5 o A V 5 
0. 4497 0. 6269 = 0.7981 0. 0250 0. 4487 0.6269 -0.7977 
0. 4447 0. 6019 -0. 8295 0. 0250 0. 4438 0.6019  -0. 8291 
0. 4380 0. 5769 -0. 8602 0. 0250 0. 4371 0.5769 = 0. 8598 
0. 4296 0. 5519 -0. 8902 0. 0250 0. 4288 0.5519 —0. 8899 
0. 4197 0. 5269 = 0.9197 0. 0250 0. 4190 0.5269 -0.9194 





将 连续 参数 切换 回 和 后， 向 量 ej 变 为 
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er 二 [0 0 -1 ] 
AF, -1 表示 连续 参数 A 将 减 小 ( 即 功 率 减 小 到 基准 值 )。 预 测 校正 过 程 与 前 
面 的 一 样 ， 所 得 结果 如 下 : 











预 测 Be E 
À y ô o À V 6 
0. 3190 0. 2899 —1.1964 0. 1000 0. 3190 0. 3564 — 1. 1088 
0. 2190 0. 2187 - 1.2554 0. 1000 0. 2190 0. 2317 — 1. 2387 
0. 1190 0. 1165 -1.3565 0. 1000 0. 1190 0. 1220 — 1. 3496 
0. 0190 0. 0166 - 1. 4553 0. 1000 0. 0190 0. 0191 =1.4523 


这 些 结果 合并 在 一 起 构成 了 如 图 3. 17 所 示 的 PV 曲线 。 注 意 在 PV 曲线 顶点 
附近 当 连 续 参 数 从 A 切换 到 电压 时 的 步 长 改变 。 如 何 选择 合适 的 步 长 是 与 问题 
相关 的 ， 为 了 提高 计算 效率 可 以 自 适 应 地 改变 。 




















0 0.05 01 015 02 0.25 03 035 04 045 0.5 
功率 (由 


图 3.17 例 3.13 系统 的 PV 曲线 





3.6.6 三 相 潮 流 计算 


潮流 计算 的 另 一 种 特殊 应 用 是 三 相 潮流 分 析 。 虽 然 大 多 数 的 电力 系统 分 析 是 
采用 单 相等 效 电 路 来 分 析 平 衔 的 三 相 系统 ， 但 仍然 存在 一 些 场景 需要 采用 三 相 分 
析 。 特 别 地 ， 当 输电 线路 没有 换 位 或 者 猴 答 很 不 平衡 而 引起 输电 系统 不 平衡 时 ， 
可 能 需要 进行 完整 的 三 相 潮流 计算 ， 以 确定 对 单 根 线 路 潮流 和 母线 电压 的 影响 。 
三 相 潮流 算法 的 建立 与 单 相 潮流 算法 的 建立 类 似 ， 但 必须 考虑 线路 的 耦合 。 相 应 
地 导 纳 矩阵 变 为 3n x3n 的 矩阵 ， 包 含 的 元 素 为 殉 ， 其 中 下 标 鼠 表示 母线 号 
(1S (i, j) <n)， 而 上 标 pq 表示 相 (p, qella, b, c])o 


第 3 章 ， 非 线性 方程 组 的 解法 83 





将 各 相 单独 考 虑 后 ， 可 得 到 与 单 相 潮流 方程 类 似 但 稍 复杂 的 三 相 潮流 方程 
如 下 : 


Nous 
0 = AP? = piri -V > by V1 Y% cos ( 0? 一 Of 一 oi) (3.179) 


qeé(a,b,c) j=l 


Nous 
0 = Agr = QP -WW E P VYY -0 - 68") (3.180) 
qe (a,b,c) j=l 
i= ee Ap e (a, b, c) 
三 相 潮流 方程 数 是 单 相 潮流 算法 对 应 方程 数 的 3 倍 。 发 电机 母线 (PV) 的 
处 理 方式 是 类 似 的 ， 但 下 面 几 点 是 不 同 的 : 
1) 对 平衡 母线 ，% =0°, ø = -120°, 6 =120°, 
2) 对 所 有 发 电机 ， 各 相 的 电压 模 值 和 有 功 功率 是 相等 的 ， 因 为 假定 发 电机 
是 平衡 运行 的 。 
三 相 潮流 计算 的 “ 平 启 动 ”方式 下 设置 的 各 相 电压 为 
Vt =1.020° 
vV? =1.02 -120° 
V: =1.02120° 
采用 Newton - Raphson 法 求解 潮流 方程 时 系统 Jacobi 矩阵 可 能 具有 (3(27) x 
3(2n) ) 即 36n? 个 元 素 。Jacobi 矩阵 中 的 偏 导数 与 单 相 潮流 计算 类 似 ， 但 必须 考 
处 不 同 的 相 ， 例 如 











9AP? a yb yab : a b ab 
oe ae (3. 181) 
J 
这 与 单 相 潮流 计算 是 类 似 的 。 类 似 地 有 
dAP? Nous l 
a 0 0 On) iene 
i qe(a,b,c)j= 
(3. 182) 


其 余 的 偏 导数 计 算 与 单 相 潮 流 计算 类 似 ， 而 三 相 潮 流 计算 的 过 程 与 3.6.1 节 
列 出 的 过 程 相同 。 


3.7 问题 


1. 证 明 对 于 如 下 的 函数 ， 不 管 初始 条 件 如 何 选 择 ，Newton - Raphson 迭代 都 
是 发 散 的 。 





(a) f(x) =x +1 
(b) f(x) =7xt +3x2 +T 
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2. 设计 一 个 迭代 算法 用 于 计算 任何 正 实数 的 5 次 方 根 。 
3. 用 Newton - Raphson 求解 如 下 方程 ， 设 初始 值 为 [e 加 = [1 1]": 
0=4y +4y +52x -19 
0 =169x +3y? +111x -10y -10 
4. 用 Newton - Raphson 求解 如 下 方程 ， 设 初始 值 为 [x*” yw = [1 1]': 
0=x-2y+y +y? -4 








0 = -xy +2% -1 

5. 采用 数值 微分 方法 求 Jacobi 矩阵 ， 重 新 做 问题 3 和 问题 4， 数 值 微分 的 步 
长 对 每 个 变量 都 是 1% 。 

6. 采用 制 线 方法 重新 做 问题 3 和 问题 4。 

7. 采用 同 伦 映射 法 重新 做 问题 3 和 问题 4, 设 0=f =x?-2 和 0 = 
for =x} -4° 

8. 编写 一 个 一 般 性 的 潮流 计算 程序 (适用 于 任何 系统 )， 该 程序 须 满足 : 

(a) 读 入 负荷 、 电 压 和 发 电 数据 ， 可 以 假定 丰 母线 对 应 平衡 节点 。 

(b) 读 入 线路 和 变压器 数据 ， 构 建 导 纳 矩阵 7 。 

(c) 采用 Newton - Raphson 法 求解 潮流 方程 ,迭代 终止 的 准则 是 
| f(«*) || <e =0. 0005, 

(d) 计算 相关 未 知 量 : 线路 潮流 和 线路 损耗 。 

该 程序 的 Newton - Raphson 法 迭代 部 分 应 调用 LU 分 解 子 程序 和 节点 最 优 排 
序 子 程序 。 该 程序 的 近 代 初始 值 确定 方式 应 提供 “ 平 启动 ” 和 “先前 值 ”2 个 
选项 ， 完 成 这 个 功能 的 最 简单 方法 是 将 其 读 写 到 同一 个 数据 文件 。 注 意 第 1 次 运 
行 时 必须 采用 “ 平 启动 ”方式 。 

9. 系统 接线 如 图 3.18 所 示 ， 系 统 数据 如 下 所 示 。 对 此 系统 进行 潮流 计算 ， 
并 计算 相关 的 未 知 量 ， 包 括 线路 潮流 和 线路 损耗 。 











Ca) 


na ; F 
























































Al 3.18 Ward- Hale 6 母线 系统 
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母线 类 型 | VI 0 Pron Oven Pload Qloaq 
1 0 1.05 0 0 0 0.25 0.1 
2 1 1.05 0 0.5 0 0.15 0.05 
3 2 1.00 0 0 0 0. 275 0.11 
4 2 1.00 0 0 0 0 0 
5 2 1.00 0 0 0 0.15 0.09 
6 2 1.00 0 0 0 0.25 0.15 
序号 去 往 母 线 KAFR R. X B 
1 1 4 0. 020 0. 185 0. 009 
2 1 6 0. 031 0. 259 0. 010 
3 2 3 0. 006 0. 025 0. 000 
4 2 5 0. 071 0. 320 0. 015 
3 4 6 0. 024 0. 204 0. 010 
6 3 4 0. 075 0. 067 0. 000 
7 5 6 0. 025 0. 150 0. 017 


10. 修改 你 的 潮流 计算 程序 ， 使 之 变 为 解 耦 潮流 程序 ， 即 假定 | 








r= 0 和 


[252] =0. 重新 做 问题 9， 探讨 解 耦 潮流 算法 与 完整 Newton - Raphson 法 潮流 算 


法 在 收敛 特性 上 的 差别 。 
11. 将 线路 电阻 增加 75% , 


讨论 你 的 发 现 。 


即 所 有 电阻 乘 1.75， 重 新 做 问题 9 和 问题 10， 


12. 采用 连续 潮流 算法 ， 针 对 母线 6 的 负荷 画 出 图 3. 18 系统 在 原始 参数 下 
的 “PV” 曲 线 ， 从 P=0 到 最 大 功率 输送 点 ， 保 持 P/Q 比例 不 变 ， 增 大 和 减 小 


负荷 。 
13. 根据 如 下 的 假设 
Jacobi 矩阵 。 


条 件 ， 推 导出 适合 于 快速 解 





(1) 对 所 有 的 z 和 P， 了 内 =1.0pu 


(2) 0p ~0 


(3) @"=~ +120°, pz 


(4) ght << ber 


m 





耦 三 相 潮流 算法 的 常 值 解 耦 
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稀 琉 矩阵 指 的 是 非 零 元 非常 少 的 矩阵 ; 而 稀 玻 系统 指 的 是 其 数学 描述 最 终生 
成 稀世 矩阵 的 系统 。 任 何 可 以 用 耦合 节点 描述 的 大 系统 ， 如 果 该 系统 中 的 大 多 数 
节点 只 有 很 少 的 连接 就 可 能 生成 稀 芍 和 矩阵。 很 多 工程 和 科学 中 的 系统 可 以 用 稀 玻 
和 矩阵 来 描述 。 每 个 节点 只 与 其 他 几 个 节点 相连 的 大 系统 包括 有 限 元 分 析 中 的 网 格 
点 、 电 子 电 路 中 的 节点 以 及 电力 网 络 中 的 母线 。 例 如 ， 电 力 网 络 可 能 包含 数 千 个 
节点 (母线)， 但 每 个 节点 的 平均 连通 度 为 3， 即 每 个 节点 平均 与 3 个 其 他 节点 
相连 。 这 意味 着 具有 1000 个 节点 的 系统 ， 其 描述 矩阵 中 的 非 零 元 的 比例 为 


cae OMe x 100% =0.4% 。 这 样 ， 如 果 只 将 非 零 元 保存 在 内 存 
中 ， 那 么 对 内 存 的 需求 仅仅 为 1000 x 1000 满 矩 阵 存储 的 0.4% 。 如 果 按 满 矩 阵 
存储 的 话 ，n xn 阶 系统 矩阵 的 存储 空间 将 按照 之 增长 ;而 如 果 按 稀 玻 矩阵 存储 
的 话 ， 同 样 的 系统 矩阵 其 存储 空间 只 大 致 随 z” 线 性 增长 。 因 此 ， 通 过 采用 稀 玻 存 
储 和 求解 技术 ， 可 以 大 大 减少 存储 空间 。 另 一 个 采用 稀 玻 和 矩阵 求解 技术 的 激励 因 
素 是 可 以 大 大 减少 求解 含 大 比例 零 元 素 和 矩阵 时 所 需 的 计算 量 。 考 虑 求解 如 下 的 线 
性 问题 














Ax =b 

UP, A WARE, RF A 进行 LU 分 解 时 需要 大 量 的 乘法 运算 ， 而 这 些 乘法 运 
算 中 可 能 一 个 元 素 甚 至 两 个 元 素 都 为 零 。 如 果 事 先知 道 零 元 素 在 和 矩阵 中 的 位 置 ， 
这 些 乘法 运算 是 可 以 避免 的 〈 因 为 它们 的 乘积 为 零 ) ， 从 而 可 以 大 大 减少 计算 
量 。 这 里 的 突出 优势 是 这 些 运算 可 以 全 部 跳 过 。 手 工 进行 LU 分 解 时 人 们 会 注意 
到 哪些 元 素 为 零 ， 从 而 跳 过 这 些 特定 的 运算 。 但 是 ， 计 算 机 没有 “看 到 ”和 零 元 
素 的 能 力 。 因 此 ， 稀 玻 求 解 技术 必须 按照 如 下 方式 来 组 织 ， 避 免 所 有 的 零 元 素 运 
算 ， 只 对 非 零 元 素 进 行 运算 。 

本 曹 中， 我 们 将 讨论 稀 玻 矩阵 求解 技术 的 存储 问题 和 计算 问题 。 将 给 出 数 种 
存储 技术 ， 同 时 导出 使 计算 量 最 小 化 的 几 种 排序 技术 。 


4.1 存储 方法 


在 稀 玻 存储 方法 中 ， 只 存储 xn WER A 的 非 零 元 素 及 其 索引 信息 ， 这 些 
索引 信息 在 逐个 元 素 遍 历 矩 阵 时 是 需要 的 。 这 样 ， 每 个 元 素 必 须 存储 其 真实 值 
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(aj) 及 其 在 矩阵 中 的 位 置信 息 〈( 行 号 和 列 号 ) 。 


基本 的 存储 单元 可 以 形象 化 为 如 图 4.1 所 示 的 
对 象 。 iid 
除了 基本 信息 外 ， 对 象 中 还 必须 包含 索引 信 数值 ay 











息 ， 诸 如 同一 行 中 的 下 一 个 元 素 的 链接 信息 或 者 同 
一 列 中 下 一 个 元 素 的 链接 信息 等 ， 如 图 4.2 所 示 。 ”图 4.1 5 的 基本 存储 单元 





问 一 列 中 前 一 个 元 素 的 链接 信息 








同一 行 中 前 一 个 fT i ath i — Pte 
元 素 的 链接 信息 的 链接 信息 
一 列 号 7 mooo 
数值 đij 











问 一 列 中 后 一 个 元 素 的 链接 信息 





图 4.2 元 素 a; 以 链接 表示 的 存储 单元 
不 管 是 按 行 还 是 按 列 完 全 遍历 一 个 矩阵， 所 需要 的 唯一 额外 信息 是 每 行 或 每 
列 第 一 个 元 素 的 位 置信 息 。 这 是 单独 的 一 个 链接 信息 集合 ， 标 示 了 每 行 或 每 列 第 











一 个 元 素 的 位 置 。 
例 4.1 确定 描述 如 下 稀 琉 矩阵 的 链表 。 
-1 0 -2 0 0 
2 8 0 1 0 
4=|0 0 3 0 -2 
0 -3 2 0 0 
1 2 0 0 -4 








解 4.1 FICE AY HERE A] 4. 3 所 示 。 每 列 和 每 行 的 最 后 一 个 元 素 都 被 
链接 到 一 个 零 点 。 注 意 ， 和 矩阵 中 每 个 非 零 元 都 按 列 和 按 行 被 链接 到 与 它 相 邻 的 非 
零 元 上 。 这 样 ， 通 过 从 第 一 个 元 素 开始 并 按照 链接 关系 直到 想 要 的 元 素 ， 就 可 以 
从 任何 方向 遍历 整个 矩阵 。 

如 果 一 个 指令 需要 一 个 特定 的 矩阵 元 素 ， 那 么 不 管 采 用 按 列 搜索 还 是 按 行 搜 
索 ， 治 关 链 接 方向 前 进 就 能 定位 该 元 素 。 如 果 在 搜索 过 程 中 到 达 了 和 零点， 那么 说 
明 该 想 要 的 元 素 是 不 存在 的 ， 并 返回 一 个 零 值 。 此 外 ， 如 果 和 矩阵 元 素 是 通过 递增 
的 指标 来 链接 的 话 ， 当 到 达 一 个 元 素 其 指标 已 大 于 想 要 的 元 素 的 指标 值 时 ， 那 么 
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各 列 的 第 一 个 非 岭 元 
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各 行 的 第 一 个 搓 零 元 

























































































图 4.3 例 4.1 的 链表 
就 终止 前 进 的 过 程 并 返回 一 个 零 值 。 

稀 玖 矩阵 的 链表 描述 法 不 是 唯一 的 ， 并 且 元 素 间 并 不 必须 按照 指标 递增 的 方 
式 来 链接 。 但 是 ， 通 过 采用 指标 递增 的 方式 来 对 元 素 进 行 排序 可 以 简化 搜索 过 
程 ， 因 为 一 旦 链接 的 对 象 的 指标 值 超 过 了 想 要 元 素 的 指标 值 ， 就 可 以 在 到 达 零 点 
前 终止 搜索 的 过 程 。 如 果 和 矩阵 元 素 不 是 按照 顺序 链接 的 ， 就 必须 遍历 整 行 或 者 整 
列 以 确定 想 要 的 元 素 是 否 为 非 零 元 。 有 序 表 的 缺点 是 在 和 矩阵 中 插入 新 的 非 零 元 时 
需要 对 行 和 列 的 链接 都 进行 更 新 。 

例 4.2 在 例 4.1 的 链表 中 插 和 人 和 矩阵 元 素 4(4, 5) =10。 

解 4.2 新 元 素 插 和 后 的 链表 如 图 4. 4 所 示 。 该 元 素 的 插入 需要 对 和 矩阵 遍历 
两 次 并 更 新 链接 ; 一 次 按 行 遍 历 ， 一 次 按 列 遍历 。 从 链表 第 4 行 的 第 一 个 元 素 
( 值 为 -3) 开始 搜索 ， 按 照 链接 关系 前 进 并 监视 列 指标 ， 可 以 发 现 列 指标 为 3 
的 元 素 〈 值 为 2) 是 该 行 的 最 后 一 个 元 素 ， 因 为 它 指向 零点 。 由 于 新 元 素 的 列 指 
标 为 5， 它 应 被 插入 在 该 元 素 ( 值 为 2) 和 该 行 链 表 的 零点 之 间 。 类 似 地 ， 从 链 
表 第 5 列 的 第 一 个 元 素 ( 值 为 -2) 开始 搜索 ， 遍 历 该 列 并 且 在 行 指标 为 3 ( 值 
为 -2) 和 5 ( 值 为 -4) 的 两 个 元 素 之 间 插 入 新 元 素 ， 青 更 新 该 列 的 链接 以 反映 
插入 情况 。 

如 果 该 矩阵 的 链表 不 是 按照 指标 值 排序 的 ， 那 么 不 需要 遍历 行 和 列 就 可 以 添 
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图 4.4 插入 和 矩阵 元 素 4 (4, 5) =10 

加 新 元 素 。 通 过 将 新 元 素 插 入 到 第 一 个 元 素 的 前 面 并 更 新 该 行 或 该 列 第 一 个 元 素 
的 指针 ， 一 个 新 元 素 可 以 插入 到 每 一 行 或 者 每 一 列 中 。 

然而 ， 很 多 软件 语言 并 不 支持 使 用 对 象 、 指 针 和 链表 。 这 种 情况 下 ， 有 必要 
开发 一 个 程序 ， 通 过 使 用 向 量 来 模拟 链表 结构 。 表 示 一 个 非 零 元 对 象 需要 三 个 向 
E: 一 个 包含 行 号 的 向 量 (NROW) ， 一 个 包含 列 号 的 向 量 (NCOL) 以 及 一 个 
i R (VALUE)。 这 些 向 量 的 长 度 都 为 nz， 这 里 nnz HARA 
元 的 个 数 。 还 需要 2 个 长 度 也 为 nnz 的 向 量 ， 用 来 表示 行 中 下 一 个 元 素 的 链接 关 
Dpi p 个 元 素 的 链接 关系 (NIC) 。 如 果 一 个 元 素 是 该 行 或 者 该 
列 的 最 后 一 个 元 素 ， 那 么 对 应 这 个 元 素 的 NIR 或 者 NIC 的 值 为 0。 最 后 ， 还 需要 
2 个 长 度 为 n 的 向 量 ,， 包含 各 行 第 一 个 元 素 (FIR) 和 各 列 第 一 个 元 素 (FIC) 
的 链接 关系 。 

E NROW, NCOL, VALUE, NIR 和 NIC 向 量 中 的 排序 
被 赋予 一 个 〈 可 能 是 任意 的 ) 编号 。 这 个 排序 方案 对 这 五 个 向 量 的 每 一 个 都 是 
一 样 的 。FIR - FIC 向 量 则 根据 上 述 编号 方案 而 定 。 

例 4.3 求 例 4.1 PREA NROW, NCOL, VALUE, NIR, NIC, FIR 
All FIC 向 量 。 

解 4.3 例 4.1 的 矩阵 重新 给 出 如 下 ， 所 采用 的 编号 方案 见 每 个 非 零 元 左边 
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的 括号 。 此 编号 方案 是 按 行 连续 编号 的 ， 从 1 Bl) nnz = 12, 














| (1) -1 0 (2) -2 0 0 
(3)2 (4)8 0 (5)1 0 
A=| 0 0 (6)3 0 (9 二 2 
0 (8) -3 (9)2 0 0 
L (10)1 (11)2 0 0 (12)-4 
上 述 编号 方案 产生 以 下 长 度 为 nnz 的 向 量 : 
k VALUE NROW NCOL NIR NIC 
1 -1 1 1 2 3 
2 -2 1 3 0 6 
3 2 2 1 4 10 
4 8 2 2 5 8 
5 1 2 4 0 0 
6 3 3 3 7 9 
7 -2 3 5 0 12 
8 -3 4 2 9 11 
9 2 4 3 0 0 
10 1 5 1 11 0 
11 2 5 2 12 0 
12 一 4 5 5 0 0 
和 以 下 长 度 为 n 的 向 量 . 








考察 矩阵 元 素 4(2, 2) =8， 这 是 此 编号 方案 中 的 第 4 个 元 素 ， 因 此 它 的 信 
息 被 存储 在 向 量 VALUE 、NROW NCOL, NIR 和 NIC 的 第 4 个 位 置 。 这 样 ， 
VALUE(4) =8, NROW(4) =2, NCOL(4) =2。 第 2 行 的 下 一 个 元 素 是 4(2， 
4) =1， 它 在 此 编号 方案 中 是 第 5 个 元 素 。 因 此 NIR(4) =5， 意 味 着 第 5 个 元 素 
与 第 4 个 元 素 处 在 同一 行 中 且 紧 随 第 4 个 元 素 之 后 (但 请 注意 这 里 并 没有 标示 出 
是 在 哪 一 行 ) 。 类 似 地 ， 第 2 列 中 的 下 一 个 元 素 是 4(4, 2) = -3， 它 在 此 编号 方 
案 中 是 第 8 个 元 素 。 因 此 NIC(4) =8。 


4.2 fie ERI ZIT IS 
FTE MEAG RICE OER, WEE, ARAT WA FAL RAE UA 


物理 网 络 来 表示 或 具有 物理 上 的 直观 表示 。 在 这 些 情 况 下 ， 采 用 图 形 工具 将 系统 
的 连接 特性 可 视 化 是 有 益 的 。 在 图 形 表示 中 ， 图 中 的 每 个 节点 与 所 表示 系统 的 一 
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个 节点 相对 应 ; 图 中 的 每 条 边 与 所 表示 系统 的 一 条 支 路 相对 应 。 就 一 个 网 络 来 
说 ， 由 顶点 和 边 组 成 的 图 通常 可 以 用 平面 上 一 系列 的 点 和 连接 点 的 线 来 表示 ， 甚 
中 每 条 线 代表 了 网 络 的 一 条 边 。 当 网 络 通过 图 形 方式 来 表示 时 ， 其 数学 模型 所 对 
应 的 矩阵 是 结构 对 称 的 。 换 名 话说， 如 果 和 矩阵 元 素 aj 是 非 零 的 ， 那么 矩阵 元 素 
ai; 也 是 非 零 的 。 这 意味 着 如 果 节 点 i 与 节点 j 相连 ,那么 节点 j 也 与 节点 i 相连 。 
结构 不 对 称 的 矩阵 可 以 通过 在 矩阵 中 适当 的 位 置 增加 值 为 零 的 元 素 使 其 变 为 结构 
对 称 和 矩阵 。 

除了 图 形 表示 外 ， 将 稀 玖 矩阵 可 视 化 的 男 一 种 常用 方法 是 将 该 矩阵 中 的 非 零 
元 位 置 用 一 个 标识 符 (如 x、。、* 或 其 他 符号 ) 来 表示 ， 而 将 该 矩阵 中 的 零 元 位 
置 全 部 留 空 。 对 应 图 4. 5a SAN IEA Rc, HE N A a E E i 
4. 5b 所 示 。 注 意 节点 的 排序 方式 不 是 唯一 的 ,不同 的 节点 编号 方案 会 得 到 不 同 
的 矩阵 结构 。 






































a) b) 


图 4.5 
a) 一 个 有 限 元 网 络 模型 b) XP DAY ME 
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4.3 排序 方案 


节点 排序 方案 对 减少 LU 分 解 和 前 代 / 回 代 过 程 中 的 乘除 法 次 数 具 有 重要 作 
用 。 一 个 好 的 排序 方案 在 LU 分 解 中 产生 的 非 零 元 注入 会 很 少 ， 非 零 元 注入 的 定 
义 是 原始 矩阵 A 中 为 零 的 元 素 在 矩阵 了 或 V 中 不 再 为 零 元 素 。 如 果 4 是 一 个 满 





阵 ， 那 么 LU 分 解 过 程 需要 的 乘除 法 次 数 为 4 = 二 




















的 乘除 法 次 数 为 B =n? 。 如 果 采 用 合适 的 节点 排序 方案 ， 


乘除 法 次 数 可 以 大 大 减少 。 





， 而 前 代 / 回 代 过 程 需要 
求解 稀 芍 和 矩阵 所 需要 的 





例 4.4 确定 求解 如 图 4.6 所 示 系 统 所 需 的 乘除 法 次 数 以 及 非 零 元 注入 





数目 。 




















图 4.6 例 4.4 的 图 与 矩阵 


解 4.4 LU 分 解 的 步骤 如 下 : 
qu = 
qzn = 1 
q31 = 431 
d41 = 441 
451 = 451 
q12 = 412/911 
913 = 413/911 
q14 =%4/911 
qıs = 15/91 
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922 = 422 ~ 921912 
932 = 932 — 931912 
q42 = 442 = 141912 
q52 = a52 — 951912 
qz = (493 = 921913) /922 
dog = ( 024 = 991914) 429 
dos = (495 = 901915) /922 
933 = 433 — 931913 — 932923 
943 = 443 = 941913 一 942923 
953 = 453 — 951913 Z 952923 
34 = (434 = 931914 ~ 932.904) 933 
9435 = (435 = 931915 ~ 93295 )/933 
444 = 444 — 941914 7 942924 — 943934 
4d54 = 454 — 951914 — 952924 — 153934 
das = (a45 一 041915 一 942905 — 143935 ) 444 
955 = 455 — 951915 ~ 952925 ~ 153935 ~ 154945 
LU 分 解 所 需 的 乘除 法 次 数 按 行 和 列 归 纳 如 下 : 
行 列 R 法 除 ”法 非 零 元 注入 
1 0 0 
1 0 4 
2 4 0 37, a42, Asy 
2 3 3 a3, G3, Ars 
3 6 0 a43, O53 
3 4 2 134 5 435 
4 6 0 054 
4 3 1 a45 
5 4 0 
因此 LU 分 解 中 乘除 法 次 数 = 40, HTK (Ly =b) 和 回 代 (Ux =y) 步骤 


WF: 


yı 
Ya 
Y3 
Y4 
Ys 
v5 


%4 


=b)/qy, 

= (by - 4011) /97 

= (b3 - 93191 -43272 )/933 

= (b4 Gai 一 goy2 — 14393) daa 

= (bs — 45191 ~ 452¥2 — 95373 — 954Y4 ) 455 
= 5 


=V4 — 945%5 
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X3 =Y3 — 935%5 — 434X4 


X2 =Y2 Z q25%5 ~ 424X4 一 923%3 


X1 一 1 一 41575 一 4d14X4 — 913%3 


前 A 


= 412% 

















R 法 除 


法 


法 除 ”法 








nan A WN 一 
Se =e Se Be 一 


0 
1 
2 
3 
4 





4 
3 
2 
1 
0 


D O O O- OG 


因此 前 代 和 回 代 步骤 中 的 乘除 法 次 数 B =25。 求 解 Ax = b 所 需 的 乘除 法 总 数 


为 w+B=65。 





当 原始 矩阵 中 的 零 元 素 在 LU 分 解 过 程 中 变 为 非 零 元 素 时 就 产生 了 非 零 元 注 
入 。 此 现象 可 以 用 图 形 方法 形象 化 地 模拟 。 将 例 4. 4 的 图 重新 画 于 图 4. 7。 

在 此 编号 方案 中 ， 与 节点 工 对 应 的 行 和 列 最 先进 行 三 角 分 解 。 这 相当 于 把 节 
点 工 从 该 图 中 移 除 。 当 节点 1 被 移 除 时 ， 所 有 与 它 相连 的 节点 必须 被 连接 起 来 。 
而 每 增加 一 条 边 相当 于 矩阵 0 中 增加 两 个 非 零 元 注入 (gy 和 gq;) ， 因 为 矩阵 0 是 
对 称 的 。 节 点 1 移 除 后 的 新 图 如 图 4.8 所 示 ， 其 中 的 虚线 表示 会 产生 6 个 非 零 元 
BEA: qa. das Goss har das Fill qaso 36 个 非 零 元 注入 也 同样 在 该 例 的 求解 过 











程 中 列 出 。 
Q) 
© O ©) 
©) 
图 4.7 例 4.4 的 图 
例 4.5 确定 图 4.9 Aras H ABER RR 





数目 。 








图 4.8 移 除 节点 1 后 产生 的 非 零 元 注入 


过 程 所 需 的 乘除 


作法 次 数 和 非 零 元 广 入 
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图 4.9 例 4.5 的 图 与 矩阵 
解 4.5 LU 分 解 的 步骤 如 下 : 
qi = 11 
951 = Qs51 
qıs =415/q11 
922 = 422 
Yas = 45/429 
952 = 452 
933 = 433 
953 = 453 
935 = 435/933 
944 = a44 
954 = 454 
Jas = 445/444 
955 = 455 — 951915 ~ 952925 — 953935 — 154945 
LU 分 解 所 需 的 乘除 法 次 数 按 行 和 列 归 纳 如 下 : 
行 列 FE 法 除 法 非 零 元 注入 
1 0 0 
1 0 1 
2 0 0 
2 0 1 
3 0 0 
3 0 1 
4 0 0 
4 0 1 
5 4 0 
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因此 LU 分 解 中 乘除 法 次 数 a =8。 前 代 (ly =b) 和 回 代 (Ux =y) 步骤 
WF: 





Yı = b/g 

Y2 = b/g 

Y3 = b3/q33 

Ya =b4/ ga 

Ys = (bs 一 95171 = 4522 ~ 95393 — 5404) 955 
%5 =Y5 

X4 =Y4 — 945%5 

%3 = V3 — 935%5 

MX2 =Y2 ~ 925%5 


X= V1 一 4d15X5 











行 前 代 回 R 
HK 除 法 R 法 除 法 
1 0 1 4 0 
2 1 1 3 0 
3 2 1 2 0 
4 3 1 1 0 
5 4 1 0 0 














因此 前 代 和 回 代 过 程 中 的 乘除 法 次 数 6 =13。 求 解 Ax = 所 需 的 乘除 法 总 数 
为 w+B=21。 

尽管 两 个 原始 矩阵 有 相同 数目 的 非 零 元 ,但 简单 地 重新 编号 矩阵 图 的 顶点 就 
可 以 使 乘除 法 次 数 大 大 减少 。 产 生 这 种 结果 的 部 分 原因 是 LU 分 解 时 产生 的 非 零 
元 注入 数目 减少 。 例 4. 4 中 的 矩阵 O 变 成 了 满 阵 ， 而 例 4.5 中 的 矩阵 0 仍然 保 
持 了 与 原始 矩阵 4 同样 的 稀 玻 结构 。 从 这 两 个 例子 可 以 看 出 ， 尽 管 不 同 的 节点 
排序 方案 不 会 影响 线性 方程 求解 的 精度 ， 但 不 同 的 节点 排序 方案 会 对 求解 的 速度 
有 很 大 的 影响 。 一 个 好 的 排序 方案 可 以 让 生成 的 矩阵 0 具有 类 似 于 原始 矩阵 4 
的 稀 玻 结构 ， 这 意味 着 非 零 元 注入 的 数目 已 被 最 小 化 。 这 个 目标 构成 了 各 种 最 优 
排序 方案 的 基础 。 最 优 排序 问题 是 一 个 NP 完全 问题 '%*] ， 然 而 已 开发 出 了 几 种 
方案 可 以 达到 近似 最 优 的 结 

例 4.6 确定 图 4. 10 在 当前 排序 方案 下 的 a、B 和 非 零 元 注入 数目 。 

解 4.6 第 一 步 是 确定 LU 分 解 中 哪儿 会 产生 非 零 元 注入 。 通 过 观察 ， 发 现 
非 零 元 注入 会 出 现在 如 图 4. 11 所 示 和 矩阵 中 用 信 标 示 的 位 置 。 根 据 图 4. 11 ， 非 零 
元 注入 的 数目 为 24。 

可 以 依据 包含 非 零 元 注入 的 矩阵 ， 用 一 种 简单 的 方法 直接 计算 出 w 和 6， 而 
不 采用 常规 方法 计算 LU 分 解 和 前 代 / 回 代 过 程 中 所 需 的 乘除 法 次 数 。 
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图 4.10 fil 4. 6 的 矩阵 








0 

1 . . ° . 

2 ° . A 。 A . 
3 . . . . . . 
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5 e . e e e A e 
6 . . © A A 
7 . © A œ . . . ° A 
8 . . . s A A 
9 © A 。 A 
10 上 e . . ° 














0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


车 


图 4.11 加 入 非 零 元 注入 后 例 4.6 AY HEE 





a= È (Big 下 方 的 nnz +1) x (i FF qu ATA nnz) (4.1) 


B = FE Q 的 nnz 值 (4.2) 
利用 式 (4.1) 和 式 (4.2)， 对 于 图 4. 11 所 示 的 矩阵 Q, 
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a=(3x4)+(4x5) +(5 x6) +(4x5) +(4x5) +(3 x4) + 
+(3 x4) +(2x3) +(1 x2) +(0x1) =134 

而 

B= nnz=68 
因此 

a +B =202 
请 将 此 结果 与 a +B =430 做 对 比 。 

即使 没有 最 优 排 序 ， 稀 足 和 矩阵 求解 也 会 减少 超过 50% 的 计算 量 。 最 优 排序 

方案 的 日 标 之 一 是 使 分 解 后 的 矩阵 O 具有 最 少 的 非 零 元 注入 ， 从 而 使 乘除 法 次 
Bla 最 小 。 最 优 排序 方案 的 第 2 个 目标 是 使 前 代 / 回 代 过 程 中 的 乘除 法 次 数 B 最 
小 化 。 根 据 这 个 双重 目标 已 提出 了 几 种 最 优 排序 方案 。 


4.3.1 方案 0 


从 例 4.4 和 例 4.5 可 以 归纳 出 一 个 一 般 性 的 结论 ， 如 果 节 点 排序 方案 可 以 生 
成 一 个 指向 右 下 方 的 “第 头 ” 形 式 的 矩阵 结构 ， 那 么 这 个 节点 排序 方案 就 是 好 
的 。 达 到 这 种 效果 的 一 个 快速 排序 方案 是 根据 节点 的 度 来 进行 排序 ， 这 里 节点 的 
度 被 定义 为 与 它 相 连 的 边 的 数目 。 在 此 排序 方案 中 ， 节 点 按照 度 从 最 小 到 最 大 进 
行 排序 。 

方案 0 

1. 计算 所 有 节点 的 度 。 

2. 选择 度 值 最 小 的 节点 ， 对 其 进行 编号 。 

3. 如 果 出 现 度 值 相同 的 情况 ， 原 节点 号 小 的 节点 优先 排序 。 

4. 返回 步骤 2。 

例 4.7 利用 方案 0 对 例 4.6 的 和 矩阵 重新 排序 并 计算 该 排序 下 a、B6 的 值 以 




















及 非 零 元 注入 的 数目 。 
解 4.7 每 个 节点 的 度 如 下 所 示 : 
节点 度 
1 3 
2 3 
3 5 
4 3 
5 5 
6 2 
7 6 
8 3 
9 1 
10 3 


第 4 章 稀 踊 和 矩阵 求解 技术 99 





根据 方案 0， 新 的 排序 为 
排序 0= [96124810357] 
采用 此 排序 后 例 4.6 中 的 和 矩阵 变 成 了 如 图 4. 12 TAN ERE (已 包含 非 零 元 
注入 ) 。 注 意 ， 非 零 元 的 排列 是 如 何 形成 所 期 望 的 指向 右 下 方 的 箭头 形 的 。 方 案 
0 的 排序 产生 了 16 个 非 零 元 注入 ， 而 原始 排序 则 产生 24 个 非 零 元 注入 。 通 过 此 
kee Rsk (4.1) 和 式 (4.2) ， 可 得 到 w =110 和 B = 60, 因此 w+B=170， 这 
相对 于 原始 的 a +B =202 已 有 相当 大 的 减 小 。 


0 





1 上 


or e e e 


4 . A A 
5 . A . A A . . A 
6 . A A . A ° A . 
7 . A A . A 
8 . . . ° 

9 . A 

10r . . . A . A 











0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


图 4.12 ”加 入 非 零 元 注入 后 例 4.7 KERE 





4.3.2 方案 I 


方案 0 提供 了 简单 而 快速 的 排序 方案 , 但 没有 直接 考虑 非 零 元 注入 对 排序 过 
程 的 影响 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 必 须 考虑 排序 过 程 中 消去 节点 的 影响 。 方 案 工 就 是 
在 此 基础 上 的 改进 方案 

方案 I 

1. 计算 所 有 节点 的 度 。 

2. 选择 度 值 最 小 的 节点 ， 对 其 进行 编号 ; 消去 此 节点 并 重新 计算 各 节点 
的 度 。 

3. 如 果 出 现 度 值 相同 的 情况 ， 原 节点 号 小 的 节点 优先 排序 。 

4. 返回 步骤 1。 
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方案 I 具有 多 种 名 称 ， 包 括 Markowitz 算法 03 ，Tinney I 算法 1]， 或 者 最 
普遍 地 被 称 为 最 小 度 算法 。 

例 4.8 利用 方案 I 对 例 4.6 的 矩阵 重新 排序 并 计算 该 排序 下 a、B 的 值 以 
及 非 零 元 注入 的 数目 。 

解 4.8 方案 工 的 排序 考虑 了 当 节 点 被 消去 后 非 零 元 注 人 对 排序 的 影响 。 采 
用 和 矩阵 的 图 形 表示 可 以 最 形象 地 表达 这 个 算法 。 图 4. 10 中 未 排序 的 原始 矩阵 所 
对 应 的 图 如 图 4. 13 所 示 。 











图 4.13 图 4.10 中 和 矩阵 所 对 应 的 图 


各 个 节点 的 度 如 下 所 示 : 


= 
Tr 
= 





OMANI DUN 上 mb 一 
Wore WDmDN wm ww WwW 


= 
© 


第 4 章 FTRARPRRARIAA 101 





根据 以 上 度 的 信息 ， 具 有 最 小 度 的 节点 优先 排序 。 节 点 9 只 有 一 个 连接 ， 度 
值 最 小 ; 消去 节点 9 不 产生 任何 非 零 元 注入 。 更 新 后 的 图 如 图 4. 14 所 示 。 








图 4.14 消去 节点 9 后 更 新 的 图 














更 新 后 各 个 节点 的 度 如 下 所 示 : 


= 
Ir 
= 





o y Dn A U N 一 
Www a NAURUA wm 


n 
© 


现在 节点 7 的 度 少 了 1。 再 次 采用 方案 工 的 算法 ， 发 现下 一 个 被 选中 的 节点 
是 度 为 2 的 节点 6。 节 点 6 同时 连接 节点 5 和 节点 7。 因 为 节点 5 与 节点 7 之 间 
已 经 有 连接 ， 消 去 节点 6 不 会 在 节点 5 和 节点 6 之 间 产 生 非 零 元 注入 。 消 去 节点 
6 后 如 图 4.15 所 示 。 
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© 


图 4.15 消去 节点 6 后 的 更 新 网 

















各 节点 的 新 的 度 如 下 所 示 : 





节点 度 
1 3 
2 3 
3 5 
4 3 
5 4 
7 4 
8 3 
10 3 


由 于 消去 了 节点 6， 节 点 5 和 节点 7 的 度 减 小 1。 再 次 利用 方案 工 的 算法 ， 
表明 具有 最 小 度 的 节点 是 [1 2 4 8 10]。 因 为 这 些 节 点 的 度 相 等 ， 选 择 原 节点 号 
小 的 节点 优先 排序 ， 即 选择 节点 1 消去。 市 点 1 与 节点 2、4、8 相连 接 ， 而 节点 
2、4、8 之 间 不 存在 任何 连接 ; 因此 消去 节点 1 后 产生 3 个 非 零 元 注入 ， 即 
4-8, 4-2 和 2--8。 这 些 非 零 元 注入 如 图 4.16 中 的 虚线 所 示 。 

消去 节点 1 后 各 节点 的 新 的 度 如 下 所 示 : 


节点 











oo ~ ww 上 上 wm 
wkRR RUN ATE 


= 
© 
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增加 3 个 非 零 元 注入 后 节点 2、4、8 的 度 上 升 了 。 再 次 利用 方案 工 的 算法 ， 
表明 具有 最 小 度 的 节点 是 10， 这 次 没有 出 现 度 值 相等 的 情况 。 节 点 10 被 选中 并 
消去 。 消 去 节点 10 在 节点 2 -5 和 2 -3 之 间 产 生 了 2 个 非 零 元 注入 ， 这 些 非 零 
元 注入 如 图 4. 17 中 的 虚线 所 示 。 




















图 4.16 消去 市 点 1 后 更 新 的 图 图 4.17 消去 节点 10 后 更 新 的 图 

















继续 不 断 地 使 用 方案 I 算法 直到 所 有 节点 都 被 选中 并 消去 ， 可 以 得 到 最 终 的 
排序 如 下 : 





排序 I = [96110423578] 
根据 上 述 排序 重新 排列 例 4.8 中 的 和 矩阵， 可 以 得 到 如 图 4. 18 所 示 ( 带 非 零 
元 注入 ) 的 和 抢 阵 。 注 意 ， 和 矩阵 中 的 非 零 元 排列 构成 了 期 望 的 指向 右 下 方 的 箭头 
形状 。 方 案 工 排序 产生 了 12 个 非 零 元 注入 ,方案 0 排序 产生 了 16 个 非 零 元 注 
入 ， 而 原始 排序 产生 的 非 零 元 注入 是 24 个 。 针 对 此 和 矩阵 利用 式 (4.1) 和 式 
(4.2) ， 可 得 到 aw =92 和 B= 56， 因 此 aw+B8 =148， 这 相对 于 方案 0 的 w+B= 
170 和 原始 方案 的 w+B =202 已 有 了 相当 大 的 减 小 。 
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图 4.18 加 入 非 零 元 注入 后 例 4. 8 的 矩阵 





4.3.3 AI 


方案 0 给 出 了 一 种 节点 排序 的 快速 算法 ,该 算法 只 对 和 矩阵 进行 一 次 快速 济 
览 ， 除 了 计算 矩阵 每 个 节点 的 度 之 外 不 需要 其 他 计算 ， 所 得 到 的 结果 大 致 合理 。 
方案 [在 方案 0 的 基础 上 进行 了 改进 ， 它 仍然 基于 最 小 度 算法 ,但 它 对 LU 分 解 
过 程 进行 了 模拟 ， 在 LU 分 解 的 每 一 步 重 新 计算 节点 的 度 。 对 方案 工 的 进一步 改 
进 是 开发 一 种 算法 ， 使 LU 分 解 的 每 一 步 的 非 零 元 注入 数目 最 小 化 ， 这 种 算法 本 
书 称 为 方案 下 。 对 于 方案 工 , 在 LU 分 解 的 每 一 步 ， 需 要 考虑 消去 不 同 节 点 时 所 
产生 的 非 零 元 注入 的 数目 。 方 案 开 也 被 称 作 Berry 算法 或 者 Tinney 了 算法。 方案 
的 计算 步骤 归纳 如 下 : 

FRI 

1. 对 每 个 节点 ， 计 算 消 去 此 节点 后 产生 的 非 零 元 注入 数目 。 

2. 选择 产生 非 零 元 注入 最 少 的 节点 。 

3. 如 果 出 现 非 零 元 注入 数目 相等 的 情况 ， 选 择 度 值 最 小 的 节点 。 

4. 如 果 出 现 度 值 相等 的 情况 ， 选 择 原 节点 号 小 的 节点 。 

5. 将 选中 的 节点 列 入 排序 表 中 ， 然 后 消去 该 节点 并 相应 地 更 新 非 零 元 注入 
和 度 的 信息 。 

6. 返回 步骤 1。 

例 4.9 利用 方案 下 重新 排序 例 4. 6 中 的 和 矩阵。 计算 此 排序 下 o, 6 的 值 以 



































及 非 零 元 注入 的 数目 。 
解 4.9 方案 I 的 排序 算法 考虑 了 当 节 点 进 tn a 


元 注入 对 整个 排序 过 
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十 程 的 影响 。 原 始 矩 阵 各 节点 的 度 和 相应 的 非 零 元 注入 信息 妈 





下 所 示 : 
节点 度 消去 时 产生 的 非 零 元 注入 数目 引入 的 边 
1 3 3 2-4,2-8,4-8 
2 3 3 1-7,1-10,7-10 
3 5 6 4-7,4-8,4-10,5-8,7-10, 8-10 
4 3 2 1-3,1-5 
5 5 6 3-6,4-6,4-7, 4-10, 6-10, 7-10 
6 2 0 Ke 
2-3,2-5,2-6,2-8,2-9,3-6, 
7 6 12 
3-9, 5-8,5-9, 6-8, 6-9, 8-9 
8 3 2 1-3,1-7 
9 1 0 无 
10 3 2 2-3,2-5 


从 上 表 可 以 看 出 ， 消 去 节点 6 或 9 都 不 会 产生 额外 的 边 ， 即 非 零 元 注入 。 
为 出 现 了 非 零 元 注入 数目 相等 的 情况 ， 因 此 具有 最 小 度 的 节点 被 选中 。 这 样 ， 节 
点 9 被 选中 并 消去 。 再 次 使 用 方案 下 的 算法 ， 更 新 后 的 非 零 元 注入 数目 和 度 的 信 














息 如 下 所 示 : 

节点 度 消去 时 产生 的 非 零 元 注入 数目 引入 的 边 

1 3 3 2-4,2-8,4-8 

2 3 3 1-7,1-10,7-10 

3 5 6 4-7,4-8,4-10,5-8,7-10, 8-10 
4 3 2 1-3,1-5 

5 5 6 3-6,4-6,4-7, 4-10, 6-10, 7-10 
6 2 0 无 

7 6 7 2-3,2-5,2-6,2-8,3-6,5-8,6-8 
8 3 2 1=3, 1-7 

10 3 2 2-3,2-5 


FRO IEW 6, BOVE RONEN EMRE TEAR, 消 
去 节点 6 后 ， 更 新 的 非 零 元 注入 数目 和 度 的 信息 如 下 所 示 : 


节点 度 


WAM A 


E 的 非 零 元 注入 数目 引入 的 边 











3 
3 
5 
3 
5 
6 
3 
3 


3 


IPPC 和 WwW 


2-4,2-8,4-8 
1-7,1-10,7-10 
4-7,4-8,4-10,5-8,7-10, 8-10 

1-3,1-5 

4-7,4-10,7-10 

A M 5-8 

i=3,1=7 
2-3, 0-5 


9 
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可 见 ， 引 入 非 零 元 注入 最 少 的 两 个 节点 为 节点 4 和 节点 8， 但 两 个 节点 的 度 
值 相同 ， 因 此 按照 自然 排序 节点 4 被 选中 并 消去 。 
继续 使 用 方案 卫 的 算法 直到 所 有 市 点 都 被 编号 并 消去 ， 可 以 得 到 如 下 的 排序 


+ FA 
结果 。 

















Hef = [96482135710] 
基于 方案 了 算法 得 到 的 排序 
结果 重新 对 例 4.6 中 的 和 矩阵 进行 
排序 ， 所 产生 的 非 零 元 注入 如 图 
4.19 AN. WHF It, 
非 零 元 和 注入， 使 得 c = 84, B= 
54， 从 而 w+B=138。 这 意味 着 。 ,| TEEN oe. a 
计算 量 仅 为 原始 未 排序 矩阵  。| ee ae ee ee A A 
7 
8 
9 





的 68% 。 

方案 工 致 力 于 减少 LU 分 解 
中 的 乘法 和 除法 次 数 ， 而 方案 工 Lo. a ar 
聚焦 于 减少 前 代 / 回 代 过 程 中 的 | 2. oe 
乘法 和 除法 次 数 ， 而 方案 0 则 提 
供 了 简单 快速 的 排序 方法 。 方 案 
I 在 计算 性 能 上 的 改进 抵偿 了 其 图 4. 19 加 入 非 零 元 注入 后 例 4.9 的 和 矩阵 
算法 上 的 复杂 度 [3] ， 而 方案 工 
在 计算 性 能 上 的 改进 常常 无 法 抵偿 其 在 实现 上 的 复杂 度 。 采 用 哪个 方案 更 好 视 具 
体 问题 而 定 ， 最 好 是 由 使 用 者 自己 决定 。 
4.3.4 其 他 方案 

针对 上 述 算法 , 已 提出 了 一 些 改进 算法 以 进一步 减少 计算 量 ， 下 面 将 对 这 些 
改进 算法 进行 总 结 L&] 。 受 不 可 区 分 节点 概念 1 的 启发 ， 对 最 小 度 算法 的 第 一 
个 改进 是 采用 大 规模 消去 算法 ， 该 算法 一 次 可 以 消去 一 个 子 集 的 节点 。 如 果 两 个 
节点 x 和 yy 满足 

















Adj(y) U {y} =Adj(x) U jx} (4.3) 
AIF, Adj (y) 代表 与 y 相连 节点 的 集合 。 这 样 ， 节 点 x 和 节点 y 就 被 称 为 不 可 
区 分 节点 ， 在 排序 中 可 以 连续 编号 。 这 种 做 法 减少 了 排序 过 程 中 需 考虑 的 节点 数 
目 ， 因 为 对 于 不 可 区 分 节点 集合 ， 只 要 考虑 其 中 的 一 个 代表 性 节点 就 可 以 了 。 男 
外 ， 这 种 做 法 可 以 加 速 最 小 度 算法 中 度 信息 更 新 步 的 计算 速度 ， 而 该 步 是 最 小 度 
算法 中 计算 量 最 大 的 。 采 用 大 规模 消去 算法 ， 度 信息 更 新 只 需 对 代表 性 节点 的 度 
进行 更 新 就 可 以 了 。 
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不 完全 度 信息 更 新 的 想法 避免 了 对 非 最 小 度 节点 的 度 信息 更 新 。 在 两 个 节点 
wu 和 vw 之 间 ， 如 果 下 式 成 立 ， 则 称 节 点 z 优先 于 节点 ol! 

Adj(u) U {u} GC Adj(v) U {v} (4.4) 
DH, WRIA u REFE o, WUE) BEAR AA RI ou 先 
Fa» BAA, AAT DE, To 的 度 信息 更 新 可 以 在 节点 w 被 消去 后 再 
进行 ， 这 就 进一步 简化 了 耗 时 的 度 信息 更 新 步 。 

另 一 种 对 最 小 度 算法 的 改进 是 在 度 信 息 更 新 步 之 前 消去 所 有 可 能 的 最 小 度 节 
点 。 在 消去 过 程 中 的 一 个 特定 步 ， 消 去 节点 y 并 不 会 对 Adj (y) 之 外 的 节点 结 
构 产 生 影响 。 多 重 最 小 度 (MMD) 算法 推迟 了 消去 节点 y 后 的 度 信息 更 新 ， 而 
是 在 消去 所 有 与 节点 y 度 相同 的 节点 后 再 进行 度 信息 更 新 。 就 非 零 元 注入 数目 来 
说 ， 这 个 算法 被 发 现 与 最 小 度 算法 一 样 好 [1 。 此 外 ， 还 发 现 MMD 算法 执行 得 
更 快 ， 这 是 因为 能 够 更 早 地 确认 不 可 区 分 节点 和 优先 节点 ， 并 减少 了 度 信息 更 新 
的 次 数 。 

在 排序 算法 中 ， 对 于 给 定 的 指标 〈 度 或 者 非 零 元 注入 ) ， 经 常会 出 现 数值 相 
同 的 情况 ， 而 处 理 方法 通常 回归 到 原始 矩阵 的 自然 排序 。 已 经 确认 ， 自 然 排 序 会 
对 LU 分 解 过 程 的 非 零 元 注入 数目 和 计算 时 间 产 生 很 大 有 影响。 因此， 在 使 用 排序 
算法 前 进行 一 次 快速 的 预 排 序 是 非常 可 取 的 。 方 案 0 提供 了 这 种 预 排序 的 算法 ， 
但 迄今 为 止 ， 并 没有 一 种 预 排序 算法 适合 于 所 有 类 型 的 问题 。 


4.4 在 电力 系统 中 的 应 用 









































EA ASAE, ARASH ME, GERS, TT 
PAS MIDAS ae VED LE, CHE DE NS ARE i] TS Ep AR Tr OA AE 
BEDI PEERS BY CBE Dr ha SK, EU te Be EXT E A BE i vee EY 
响 ， 我 们 来 考察 如 图 4. 20 所 示 的 IEEE 118 母线 系统 的 潮流 Jacobi 矩阵 。 

该 系统 的 Jacobi 矩阵 具有 1051 个 非 零 元 ， 其 结构 如 图 4. 21a 所 示 。 注 意 ， 
非 零 元 主要 集中 在 主 对 角 线 和 两 个 次 对 角 线 上 ， 其 中 两 个 次 对 角 线 上 的 非 零 元 是 
由 2 和 5A 产生 的 。 对 该 Jacobi MAMET LU 分 解 ， 分 解 后 的 结构 如 图 4. 21b 
所 示 ， 该 矩阵 有 14849 个 非 零 元 。 注 意 ， 两 个 次 对 角 线 上 的 非 零 元 产生 了 大 量 处 
于 次 对 角 线 与 主 对 角 线 之 间 的 非 零 元 注入 。 

图 4. 22a 给 出 了 根据 方案 0 对 节点 重新 排序 后 的 潮流 Jacobi 矩阵 结构 。 通 过 
此 种 重新 排序 ， 次 对 角 线 上 的 非 零 元 已 不 再 存在 。 对 此 新 的 潮流 Jacobi 矩阵 进行 
LU 分 解 ， 分 解 后 的 矩阵 结构 如 图 4. 22b 所 示 。 该 矩阵 只 有 1869 个 非 零 元 ， 与 没 
有 排序 的 原始 Jacobi 矩阵 相 比 ， 非 零 元 注入 减少 了 差不多 一 个 数量 级 。 
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图 4.20 IEEE 118 母线 系统 
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a) b) 


图 4.21 IEEE 118 母线 系统 
a) Jacobi 行列 式 b) LU 分 解 的 结果 





图 4. 23a 给 出 了 根据 方案 工 对 节点 重新 排序 后 的 潮流 Jacobi 矩阵 结构 。 注 
意 ， 非 零 元 是 如 何 缓慢 地 向 主 对 角 线 靠拢 的 ， 这 会 减少 LU 分 解 过 程 中 的 非 零 元 
注入 数目 。 该 矩阵 LU 分 解 的 结构 如 图 4. 23b 所 示 ， 具 有 1455 个 非 零 元 。 

最 后 ， 图 4. 24a 给 出 了 根据 方案 工 对 节点 重新 排序 后 的 潮流 Jacobi 矩阵 结 
构 ， 其 LU 分 解 后 的 矩阵 结构 如 图 4. 24b 所 示 。 此 排序 方案 只 产生 了 1421 个 非 零 
Jo, ARICA TPB MERER LU 分 解 时 间 近 似 为 nK 
法 和 除法 。 未 进行 节点 排序 的 潮流 计算 每 次 近 代 大 致 需要 220.5 x 10° 次 乘法 和 
































除法 ， 而 按 方案 下 对 节点 
次 乘法 和 除法 。 因 此 ， J 
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图 4.22 IEEE 118 母线 系统 方案 0 
a) Jacobi 行列 式 b) LU 分 解 的 结果 
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IEEE 118 母线 系统 方案 | 
a) Jacobi 行列 式 b) LU 分 解 的 结 


HA 


行 重新 排序 后 的 潮流 计算 每 次 迭代 只 需要 2. 02 x 10° 
其 潮流 计算 比 原始 系统 快 100 多 


倍 ! 考虑 将 此 求解 时 间 乘 以 Newton - Raphson 法 潮流 计算 的 迭代 次 数 或 时 域 积 


分 中 的 时 间 步 数 后 ， 不 使 用 节点 重新 排序 就 直接 进 


算法 。 
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4.5 问题 


a) 


b) 


图 4.24 IEEE 118 HARARE I 
a) Jacobi 行列 式 b) LU 分 解 的 结果 


1. 证 明 用 以 计算 a 和 8B 的 式 (4.1) 和 式 (4.2), 
2. SAA BARS SPECHT T) 阵 。 如 何 根据 4 B 的 图 来 确定 


C=A+B 的 图 。 


3. 考虑 如 下 矩阵 


(a) 4E 


(b) 用 新 的 节点 编号 由 = [1,3,4 
FEMA, HEARS AMERY LU 分 解 需 
4. 对 于 图 4. 


* * 
* * 
* 
A= 
* 
米 





阵 4 的 图 。4 的 LU 分 








25 所 示 的 和 矩阵: 


解 





(a) 使 用 给 定 的 排序 ， 计算 w +B. 
(b) 用 方案 0 重新 排序 网 络 中 的 节点 。 计 算 该 排序 的 a +B. 
(c) 用 方案 工 重新 排序 网 络 中 的 节点 。 计 算 该 排序 的 a +B. 
(d) 用 方案 下 重新 排序 网 络 中 的 节点 。 计 算 该 排序 的 a +B。 


ae 
Frid 
23 


要 多 
rI; 


* 
* 
* 

次 乘法 和 除法 ? 


] 重新 排序 矩阵 。 画 出 重 排 后 





要 多 少 次 乘法 和 除法 ? 
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(e) 对 图 4. 26 所 示 的 矩阵 重复 问题 4 的 步骤 。 
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5. 为 稀 琉 矩阵 的 存储 写 一 个 子 程序 sparmat， 程 序 满足 
。_ 行 一 行 以 以 下 形式 读 取 数据 ， 
tod 
其 中 以 第 一 列 中 的 0 表示 数据 的 结束 。 
e 连续 创建 前 面 定义 的 FIR, FIC, NIR, NIC, NROW, NCOL 以 及 Value 
向 量 。 不 要 明确 地 创建 敌阵 4。 

6. 为 稀 玻 向 量 存储 写 一 个 子 程序 sparvec， 程 序 满 足 
。_ 行 一 行 以 以 下 形式 读 取 数 据 ; 

i b; 
其 中 以 第 一 列 中 的 O 表示 数据 的 结 
o 连续 创建 index、next 以 及 Value 向 量 。 不 要 明确 地 创建 向 量 b, 
7. 对 于 以 下 给 出 的 数据 ， 使 用 sparmat 和 sparvec KAER MATA E o 


ay 














E E 4 向 E b 
i j aj i b; 
7 10 2.0 2 5 
2 6 1.5 9 2 
9 1 4.7 3 -1 
5 5 -18.5 
8 7 2.8 
1 1 -15.0 
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E E 4 
i J ij 
4 3 3.8 
6 7 6.1 
8 3 3.3 
5 7 4.4 
10 6 2.5 
6 5 1.1 
3 2 5.2 
7 8 2.9 
9 9 -12.1 
3 4 3.0 
7 6 5.6 
10 9 4.7 
8 8 -10.8 
1 9 4.5 
7 5 3.9 
5 6 1.2 
9 10 4.9 
5 4 0.8 
8 1 3.4 
5 10 4.5 
2 3 5.0 
6 6 一 9.8 
7 9 1.8 
4 5 0.7 
7 7 -21.2 
1 2 4.4 
10 5 5.4 
3 8 3.1 
9 7 1.6 
4 4 -5.1 
6 10 ZT 
10 10 -16.9 
2 1 4.7 
3 3 -17.7 
1 8 3.5 
10 7 2.1 
2 9 -13.0 
6 2 1:2 
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8， 写 一 个 子 程序 sparLU 用 于 修正 你 的 LU 分 解 程序 ， 并 将 问题 5 的 稀 玖 向 
量 存 储 技术 结合 进去 ， 并 应 用 于 问题 7 来 计算 LU 分 解 的 结果 (DA Pi bi e tT 
式 )。 

9. 写 一 个 子 程序 sparsub 用 于 修正 你 的 前 代 / 回 代 子 程序 sub， 并 将 问题 2 的 
稀 玖 向 量 存储 技术 结合 进去 ， 并 应 用 于 问题 7 RR AE RE ARB 

Ax =b 

10. 写 一 个 子 程序 schemed, J fii AON Pir Sit A] FIR, FIC, NIR, NIC, 
NROW 、NCOL 以 及 Value ， 其 输出 为 根据 方案 0 重新 排序 后 的 同名 向 量 ， 还 能 计 
F a+b 

11. 写 一 个 子 程序 schemel, Hif AW fa Gt lel at FIR, FIC, NIR, NIC, 
NROW, NCOL 以 及 Value， 其 输出 为 根据 方案 工 重 新 排序 后 的 同名 向 量 ， 还 能 
计算 w+B。 

12. 写 一 个 子 程序 scheme2, Hin AW Pi Bit e FIR, FIC, NIR, NIC, 
NROW, NCOL 以 及 Value， 其 输出 为 根据 方案 工 重新 排序 后 的 同名 向 量 ， 还 能 
计算 a +B, 

















第 5 章 数值 积分 


动态 系统 通常 可 以 用 如 下 形式 的 常 微分 方程 组 (ODE) 来 描述 
x(t) =f(x,t) x(to) =x% (5.1) 

SUH, x(t) e R*"， 是 一 个 依赖 于 初始 条 件 xo 的 时 变 函 数 。 此 类 问题 通常 被 称 为 
“ 初 值 问题 "。 非 线性 微分 方程 组 通常 不 能 用 解析 方法 进行 求解 ， 换 句 话 说 ,我 
们 无 法 直接 得 到 式 (5.1) 解 x(i) 的 解析 表达 式 ， 而 只 能 通过 数值 计算 的 方法 对 
式 (5.1) 进行 求解 。 

对 式 (5.1) 进行 数值 求解 ， 就 是 在 一 系列 时 间 节 点 ty, ty, th EAZ 
计算 方法 得 到 近似 值 x。 ，x, ，x，。… 来 交 近 其 真实 值 。 其 中 相 邻 时 间 节 点 之 间 的 时 
间 间 隔 称 为 “时 间 步 长 ”， 而 每 应 用 一 次 数值 积分 算法 就 将 式 (5.1) 的 解 向 前 
推进 一 步 。 时 间 步 长 ,| = ,1 一， 可 以 在 整个 积分 区 间 te [ ty, ty] 中 保持 
不 变 ， 也 可 以 每 一 步 都 变化 。 

基本 的 数值 积分 算法 基于 之 前 已 算得 的 wx,，x,_1，… 以 及 函数 f(x,，, ta), 
FCn t_1)，…， 以 积分 步 长 ,| 从 时 刻 推进 到 4 ,| 时 刻 。 每 个 实用 的 数 
值 积分 算法 必须 在 如 下 方面 满足 一 定 的 准则 。 

(1) 数值 精度 ; 

(2) 数值 稳定 性 ; 

(3) 数值 效率 。 

数值 精度 确保 每 一 步 积 分 计算 产生 的 数值 误差 是 有 界 的 。 积 分 误差 的 全 局 误 
差 指 的 是 在 某 给 定时 间 区 间 内 数值 积分 积累 的 总 误差 。 在 i, 时 刻 的 全 局 误差 可 
用 下 式 表达 

































































global error = | x(t, ) 一 Nh | 
IP, x(t,) Ash (5.1) 在 i 时刻 的 精确 解 ，x, 为 i, 时刻 的 数值 解 。 当 然 ， 如 
果 不 能 给 出 x(t) 的 解析 式 ， 就 不 可 能 精确 确定 全 局 误差 ; 然而 确定 数值 积分 算 
法 每 一 步 积 分 计算 的 误差 边界 是 可 能 的 。 
数值 积分 算法 的 数值 稳定 性 指 的 是 每 一 步 计算 产生 的 误差 不 会 传播 到 后 面 的 
计算 步 中 。 数 值 效 率 与 每 一 步 的 计算 量 以 及 时 间 步 长 的 大 小 有 关 。 本 章 将 首先 介 
绍 儿 种 不 同 的 数值 积分 算法 ,然后 对 上 述 准则 中 的 每 一 个 进行 更 详细 的 讨论 。 
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5.1 单 步 法 


数值 积分 算法 的 基本 形式 是 只 使 用 当前 已 知 的 信息 ， 由 x, 计算 出 x, ,1。 此 
类 算法 被 称 为 单 步 法 ， 因 为 只 使 用 了 一 步 的 信息 。 单 步 法 的 优势 是 节省 存储 空 
间 ， 因 为 仅 需 保 存 上 一 步 解 的 结果 。 多 种 著名 的 数值 积分 算法 都 属于 单 步 法 的 
5.1.1 基于 Taylor 级 数 的 算法 

一 类 重要 的 数值 积分 算法 是 通过 对 式 (5.1) 进行 Taylor 级 数 展开 导出 的 。 
用 x(1) 表 示 式 (5.1) 的 精确 解 ， 在 1=1, 处 对 x(1) 作 Taylor 级 数 展开 ， 并 用 此 
RFR =t, ,处 的 值 ， 可 以 得 到 %(4 ,1 ) 的 Taylor 级 数 展开 式 如 下 : 


A A . i 
%(ty 41) =x(1,) + x(t) ines -=t,) tan) Cnet -t,)? tet 











Lo (ta) (tna tp)? +h. 0. t. 
p! 
式 中 , h. o.t. 表示 Taylor 级 数 的 高 次 项 。 定 义 时 间 步 长 h =t,,,-t,, MWA 
A A m he hP 
x(t,4,) =x(t,) th x(t, ) tn) + toe a) +h. o.t. 


由 式 (5.1), Ax(t) =f(x, 0), WE 


A A 2 
x(taa1) =h. o. t. =x(t,) + hf xn (ty) stn) HAS Cen Cin) ate) Poenk 


se) (5.2) 
AGU, BBA x(t, ,1 ) 的 一 个 很 好 的 近似 值 x ,1 可 由 式 (5.2) 等 号 右边 
的 式 子 给 出 。 
一 般 地 ， 基 于 Taylor 级 数 的 数值 积分 算法 可 用 下 式 表 示 
Xn+l =x, +hT,(x,) (5.3) 
式 中 ， 
k? ’ h? (p-1) 
T, (xn) =f(x,(4,) stn) tzr Caalti) ata) chinese ao (Xi ltn) otn) 
这 里 整数 p 称 为 数值 积分 算法 的 阶 。 当 p 很 大 时 ， 这 种 数值 积分 算法 将 十 分 精 
确 ， 但 计算 效率 不 高 ， 因 为 它 需 要 进行 大 量 的 求 导 计算 和 估 值 计算 。 
5.1.2 向 前 Euler 法 


当 p=1 时 ， 基 于 Taylor 级 数 的 数值 积分 算法 为 
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Xn4+l =“, thf(x,, ta) (5.4) 
这 也 是 著名 的 Euler 法 即 问 前 Euler 法 公式 。 


5.1.3 Runge -Kutta 法 
当 p=2 时 ， 可 以 推导 出 二 阶 Taylor 级 数 算法 


Xn+l =x, +hT, (x t ) 


rs eae | 





2 
San Afi te) +f inate) 


随 着 Taylor 级 数 算法 的 阶 数 上 升 ， 所 需 计 算 的 导数 和 偏 导数 的 阶 数 也 上 升 。 
很 多 情况 下 ， 导 数 的 解析 推导 可 以 用 数值 计算 来 替代 。 其 中 最 著名 的 一 种 高 阶 
Taylor 级 数 展开 数值 积分 算法 是 Runge - Kutta 法 ， 计 算 时 各 导数 用 其 近似 值 替 
代 。 四 阶 Runge - Kutta 法 可 用 下 式 表示 

Xal =X, thKy (x, yt, ) (5.5) 
sth, K, 为 T, 的 近似 值 : 





-l 


K =% 


[hy +2k +2ks +k4] 

ky =f(%q sty) 
m ine 
oe) 
ka =f(%, + hk; ,t, +h) 

RE k; 代表 函数 在 四 个 不 同 点 处 的 斜率 〈 导 数 ) 。 这 些 斜 率 用 [二 


加 权 平 均 后 作为 T, 的 近似 值 。 

基于 Taylor 级 数 的 数值 积分 算法 的 优势 在 于 ， 程 序 实现 直截了当 ， 每 一 步 的 
计算 仅 依 赖 于 前 一 步 的 计算 结果 。 但 是 ， 这 种 算法 (特别 是 Runge — Kutta 法 ) 
的 缺点 是 进行 误差 分 析 十 分 困难 ， 因 为 在 计算 过 程 中 各 导数 取 的 是 近似 值 而 非 解 
析 式 。 因 此 ， 这 种 算法 在 积分 步 长 的 选择 上 一 般 比 较 保 守 (一 般 将 步 长 取得 比 
较 小 ) ， 从 而 在 计算 效率 上 有 损失 。 











5.2 多 步 法 


男 一 种 求解 式 (5.1) AIT EIA k RA OR a EAE A VE PAL x(t), 


x(t) = +a t+ ++ + at" (5.6) 
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HP, ABM a, a, 0e, a, 为 常数 。 可 以 证 明 , 任何 函数 都 能 在 有 限 区 间 
Lio, ty] 上 用 一 个 足够 高 次 的 多 项 式 进 行 逼 近 (误差 小 于 事先 给 定 的 es)。 引 入 
多 步 法 后 ， 式 (5.1) 的 求解 就 与 多 项 式 通 近 联 系 起 来 了 。 在 多 步 法 中 ，*, ,1 依 
赖 于 前 面 奉 干 节点 处 的 x,，z%,_1，… 及 相对 应 的 fx, tn) FfOn- taa) ， 
而 单 步 法 (比如 Runge - Kutta 法 ) 只 依赖 于 前 一 步 的 信息 。 一 般 地 ， 


Xanti = 2%, + Q1Xn -1 toe + aX n-p + hlb f(x staat) + bof(%, st, ) 














+ bi fC, -1 stn-1) toe + bf n-p laap). (5. 7) 
Pp p 

= > aiX n-i + h > Bs feat) (5. 8) 
i=0 i=-l 


Ot TRG BEAR od Fe Aj Ze TA A TUR ZA LO, VIE AE FP A VE 
系 。 一 个 下 次 多 项 式 由 下 +1 个 系数 (ay, 0, ap) 唯一 确定 。 而 上 述 数 值 积 4 
算法 有 2p +3 个 系数 ， 因 此 p 和 上 正之 间 必 须 满足 如 下 关系 : 

2p+32k+1 (5.9) 
数值 积分 算法 的 阶 数 等 于 以 i AAR Sk, best, BEARS 
精确 解 完 全 重合 。 这 些 系数 可 以 通过 选择 一 系列 基 岗 数 [$ (2) 由 (1) … (i?)] 
来 确定 ， 基 函数 的 表达 式 为 

pt) =8 j=0,1, =, k 
PGK HEE PRA LA EIERE (5.8) 中 ， 得 到 


P P . 
btn) = Dahla + haa | > hh) | 
i=0 i=-l 


HH, j=0, 1, =, ko 

用 上 述 方法 可 以 推导 出 几 个 一 阶 数值 积分 算法 。 考 虑 p =0 Ak =1 的 情形 ， 
这 种 情形 满足 式 (5.9) 的 限制 ， 因 此 可 以 使 用 上 述 方法 来 确定 多 步 法 的 系数 ， 
使 得 对 次 数 为 1 的 多 项 式 ， 多 步 法 公式 是 精确 成 立 的 。 当 =1 时 ， 基 函数 集 
BA 














polt) =1 (5. 10) 
h(t) =t (5.11) 
SERA PAN 
o(t) =0 (5. 12) 
b(t) =1 (5. 13) 
多 步 法 方程 为 
nyi Fao% +D hf vars tart) + bohna ®nstn) (5. 14) 


将 基 函 数 代 和 人 多 步 法 式 (5. 14) ， 得 到 如 下 两 个 方程 
bo (tn 41) = obo (ty) +b phys iho (trot) + boh, a1 Bo (ty) (5. 15) 
bi (tnat) = Api (tn) tbharibi(inr) tboharidi(is) (5.16) 
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将 式 (5.10) 和 式 (5.11) 代入 式 (5.15) 和 式 (5.16) ， 得 到 


1 =a)(1) +5_,h,,,(0) +b (0) (5. 17) 
bir1 =a0tn +b ihn C1) +ooh, 1(1) (5. 18) 

由 式 (5.17)， 可 得 ao =1。 Ht,,, -t, =h, MII} (5.18) ， 可 得 
b_1+bo=1 (5. 19) 


阶 数 p 和 次 数 的 选择 导致 了 具有 3 个 未 知 数 的 2 个 方程 ， 因 此， 其 中 一 个 

未 知 数 可 以 取 任 意 值 。 当 选择 ay =1, 5_| =0，bo =1 时 ， 可 以 得 到 Euler 法 : 
Knap =X, thar f(x, tn) 
而 当选 择 oo =1, 5_1 =1, bo =0 时 ， 可 以 得 到 另 一 种 数值 积分 算法 ; 
net 三 2 十 as xml 如 +1) (5. 20) 

这 种 特殊 的 数值 积分 算法 通常 被 称 为 后 退 Euler 法 。 注 意 ， 在 这 种 算法 中 ， 系 数 
b_ BRA, KE x, ,1 的 表达 式 隐 式 地 依赖 于 也 数 f(x 415 iw1)。 对 于 5b_1 关 0 
的 数值 积分 算法 ,通常 被 称 为 隐 式 算法 ,否则 就 称 为 显 式 算法 。 因 为 f(x, ii， 
ii) 隐 式 地 ( 旦 通常 是 非 线 性 地 ) 依赖 于 x ,;， 所 以 隐 式 算法 一 般 需 要 在 每 个 
时 间 节 点 上 进行 迭代 求解 。 

现在 考察 p =0, k=2 的 情形 ， 此 时 2p +3 =hk+1， 因 此 所 有 系数 可 以 被 唯一 
确定 。 采 用 与 前 面 一 样 的 基 函 数 取 法 ， 且 取 p(t) =, h(t) =21:， 可 得 如 下 3 
个 方程 : 
































1=ao(1) +b_,h,,,(0) +b9h,,, (0) (5.21) 
如 +1 = aol, +b_ih,ri(1) + boh, +r1(1) (5. 22) 
E =at, thy. Cb 1 (2th 41) + by (2t, ) ) (3, 23) 


WR t 20, WAR ty Shango 由 式 (5.21) ~ 式 (5.23)， 可 得 oo = 1， 


1 1 
by 57? bo 57? 故 有 


Ens =%n + Tne Anat tne) +6 th) ] (5. 24) 
这 个 二 阶 数值 积分 算法 被 称 为 梯形 法 ， 它 也 是 一 种 隐 式 算法 。 上 述 公 式 之 所 以 被 
称 为 梯形 法 ， 是 因为 式 (5.24) 的 右边 第 二 项 可 以 被 理解 为 一 个 梯形 的 面积 。 
由 于 在 计算 x, ,| 时 使 用 了 i Ae, 时 的 信息 ， 因 此 梯形 法 可 以 被 看 作为 两 步 法 。 
例 5.1 采用 不 同 的 固定 步 长 ， 基 于 Euler 法 、 后 退 Euler 法 、 梯 形 法 和 

Runge - Kutta 法 数值 求解 如 下 微分 方程 。 
x(t) = -x(t) x(0)=1 (5.25) 
解 5.1 XS SB TT ET RMAN EMAN EAER, S x r, 

Xy =X, 有 








x =x =f, my at) (0) =1 (5. 26) 
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x, = =x] =f (x1 ,%2) (5.27) 

通过 观察 ， 可 知 该 方程 组 的 解析 解 为 
xı (t) = cost (5.28) 
x(t) = -sint (5.29) 


通常 难以 找到 常 微分 方程 的 精确 解 ， 但 在 本 例 中 ,该 精确 解 将 被 用 来 与 数值 解 作 
比较 。 

(1) 向 前 Euler 法 

使 用 向 前 Euler 法 解 上 述 常 微分 方程 组 ， 可 得 

















Xi n+l =x n thf, (Kin, Xo,n) (5. 30) 
=X] n +hxy n (5.31) 
X2 n+l = 49 p + hfe (%1 nX n) (5. 32) 
=% 一 Axln (5. 33 ) 
用 和 矩阵 形式 表示 
Xi n+ 1 h || x n 
f Hada Ga 
X2 n+] -h 1 X2 n 
(2) 后 退 Euler 法 
使 用 后 退 B Euler 法 解 上 述 常 微分 方程 组 ， 可 得 
Xi n+1 =x] n Afi CX n41 n+l) (5. 35) 
=X n + hit nat (5. 36) 
Xo nt) 三 %2 n + hf (Xi naa Xa na) (5. 37) 
=X n -hx nat (5. 38) 


用 矩阵 形式 表示 
Xi n+l 1 -h Ee 
= 5.39 
e f 1 | %2 ,mn i l 
在 求解 式 (5.39) 时 ， 和 矩阵 的 逆 实 际 上 不 是 显 式 给 出 的 ， 而 是 采用 LU 分 解 的 方 


法 来 求解 此 方程 的 。 
(3) 梯形 法 
































使 用 梯形 法 解 上 述 常 微分 方程 组 ， 可 得 
Xi n+1 三 %ln aie (Xi 1 2%,n) +f; (Xi 241 Xa n41) J (5. 40) 
Saia + SAL tan + rn] (5. 41) 
X2 n+l = Non +h [fxn Xa n) th (% not Nantl) (5. 42) 
zan ob ons] (5. 43) 


2 
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用 矩阵 形式 表示 


IE 2 
X2 n+l 1) 1 
2 


(4) Runge - Kutta 法 





使 用 Runge -Kutta 法 解 上 述 常 微分 方程 组 ， 可 得 


ky =X n 


h 
kiz =x n+ Fh 


h 
hls = Xn + 3% 


ki4 =% n +hki3 


h 
Xi n+l 5X] n +g hu +2k1 + 2k13 + k4) 


h 
X ntl = Non +g (ho + 2h +T2523 + koa ) 


ky = 一 光 1 n 
h 
kn = Xi n -7 Aa 
h 
hs = =X] n -742 


/24 = Tiin - hkz 


(5.44) 


(5.45) 


(5.46) 


采用 不 同 的 数值 积分 算法 求解 式 (5.25) 的 结果 如 图 5.1 所 示 ， 图 中 也 给 
出 了 精确 解 cost。 注 意 ， 梯 形 法 和 Runge — Kutta 法 所 得 的 结果 与 精确 解 几乎 不 可 
区 分 。 由 于 向 前 Euler 法 和 后 退 Euler 法 是 一 阶 算法 ， 其 精度 不 如 高 阶 的 梯形 法 
和 Runge - Kutta 法 。 注 意 ， 向 前 Euler 法 所 得 的 结果 比 精确 解 的 幅 值 稍 大 ， 且 幅 值 











1 
0.87 








一 精确 解 
- -上 辐 前 Euler 


-= BBE 


Z 









后 退 Euler 





Runge 一 Kutta 法 








图 5.1 例 5. 


时 间 /s 


1 的 各 种 数值 解 
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随 着 时 间 的 推移 越 来 越 大 。 相 反 地 ， 后 退 Euler 法 所 得 的 结果 比 精确 解 的 幅 值 稍 
小 ， 且 幅 值 随 着 时 间 的 推移 越 来 越 小 。 两 者 都 是 由 算法 的 局 部 截断 误差 引起 的 。 
向 前 Euler 法 倾向 于 产生 随时 间 增 加 的 数值 解 ( 欠 阻尼 ) ， 而 采用 后 退 Euler 法 得 
到 的 数值 解 倾向 于 过 阻尼 。 因 此 ， 在 使 用 这 些 一 阶 数值 积分 算法 时 必须 谨慎 。 

图 5. 2 给 出 上 述 几 种 数值 积分 算法 的 全 局 误差 随时 间 变 化 的 曲线 。 注 意 ， 向 
前 Euler 法 和 后 退 Euler 法 其 误差 具有 相同 的 幅 值 但 符号 相反 ， 这 个 特性 将 在 本 
章 后 面 做 进一步 讨论 。 放 大 后 的 梯形 算法 和 Runge - Kutta 算法 误差 曲线 重新 画 
于 图 5. 3 中 ， 尽 管 梯形 法 是 一 个 二 阶 的 多 项 式 通 近 算法 ， 而 Runge - Kutta 法 是 
一 个 四 阶 的 Taylor 级 数 展开 算法 ， 两 者 之 间 的 误差 仍然 是 可 比 的 。5. 3 节 将 进 一 
步 探讨 各 种 数值 积分 算法 误差 评 佑 表达 式 的 推导 问题 。 


0.04r 




















: | 一 向 前 Euler 
0.03 -- 后 退 Euler 

hall A 
0.04 - Runge- Kutta}% 








































0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
时 间 /s 
图 5.2 例 5.1 各 种 数值 解 的 误差 
x10 
6 L 
2 \ 
aF V 
e3 i \ 
A Pi 
2 ` 了 
7 \ 
Wa 了 y 
F 0 j : 
` F ` 
r goi \ 
=2P ` E i 
` r : 
` po x 
\ $ x * 
一 二 I F ae i $ 4 
y = 3 
` \ ea 7 梯形 法 i 
% oe --- Runge—Kuttay& 5 
一 6L 1 eh | I 7 1 
0 1 2 3 4 








四 
5 6 7 8 9% 10 
时 间 /s 


图 5.3 例 5.1 梯形 法 和 Runge - Kutta 法 的 误差 
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当 使 用 诸如 梯形 法 的 隐 式 算法 来 求解 非 线 性 微分 方程 组 时 ， 每 个 时 步 上 都 必 
须 采 用 从 代 算法 进行 求解 。 例 如 ， 考 察 如 下 的 非 线性 微分 方程 组 : 


ECD Sfl) st) xo =r) (5.47) 
采用 梯形 法 对 上 述 方程 进行 数值 积分 ， 得 到 如 下 的 离散 化 方程 ， 
anst =n +n) HAC tns) (5.48) 


由 于 此 非 线 性 表达 式 中 隐 含 了 nets 必须 用 数值 算法 进行 求解 : 
g =at = |1- 4 af (a, — Xn -了 [fm) + (5. 49) 
式 中 , 大 是 Newton - Raphson 迭代 指数 , J EFA ALTE, x, 是 上 一 步 所 得 的 收 
敛 值 。 


5.2.1 Adams 算法 
前 面 已 讲 过 多 步 法 的 一 般 性 表达 式 为 





„k 
Xn+l 


Xal = = Yaw, i +hY 6, A 一 1 9 ln- i) (5: 50) 


如 果 满 足 如 式 (5. 51) 和 式 (5. 52) 的 精确 性 约束 条 件 ， 那 么 对 于 次 数 小 于 或 
等 于 上 的 多 项 式 x(t) ， 上 述 多 步 数 值 积 分 算法 就 能 够 给 出 x, ,1 的 精确 值 。 


Da=1 (5.51) 

















ao 


$ D'a, id (-i) b; =1 jf =1,2,-+,k (5.52) 


xt (5.51) 的 精确 | 性 约束 条 : 件 通 常 被 称 为 一 致 性 约束 条 件 ， 满 足 式 (5.51) 的 
多 步 数 值 积 分 算法 被 认为 是 “具有 一 致 性 的 "。 对 于 一 个 期 望 的 次 数 为 上 的 多 项 
式 ， 这 些 约束 条 件 可 以 通过 很 多 种 方式 来 得 到 满足 。 通 过 预先 定义 一 些 系数 之 间 
的 关系 ， 可 以 导出 几 种 不 同类 别 的 方法 。Adams 算法 就 是 设 定 系 数 a, = 
dy = =a, =0 而 导出 的 。 在 此 条 件 下 ， 由 一 致 性 约束 条 件 可 得 系数 ay = 1。 
此 ，Adams 算法 可 简化 为 





Nn+l = Xn HA È bf -i9 ta- Li) (5.53) 

式 中 , p=k-1, Adams 算法 可 进 一 步 划分 为 显 式 算法 和 隐 式 算法 。 显 式 算法 ， 

通常 被 称 为 Adams - Bashforth 算法 ， 首 先 设 定 系数 上 =0， 然 后 应 用 第 2 个 精 
确 性 约束 条 件 式 (5.52) 得 到 


k-1 


Cm =F jelk (5. 54) 


i=0 
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用 和 矩阵 形式 表示 式 (5.54) 可 得 








rl 
1 1 a 1 | bo 1 
0 -1 -2 a ~(k=1) bi 2 
0 1 4 GD f a fe] 
0 (a1 Ca2) tie (-(k-1)) D |b; 1 
Lk 

(5.55) 

“VEE ZORA k (EU (PAH T p), ME (5.55) 可 以 求 得 剩 下 





的 系数 bjo 
例 5.2 推导 三 阶 Adams - Bashforth 数值 积分 公式 。 
解 5.2 令 k=3，, 得 到 如 下 线性 方程 组 : 


1 

1 1 1 7] | 4 
° -1 a bi |=| 2 
0 1 4 中 5 1 
3 





解 得 
23 
bo = 45 
ZO 
1 12 
5 
b=5 


故 三 阶 Adams - Bashforth 数值 积分 公式 为 
Xati = Xn + Fal 23fx, stn) > 16f(%,-1 ,bn -1 ) + 5f(x, 2 ,b,_2) ] (5. 56) 


当 使 用 上 述 算法 时 ，x,, ，x,_1，%_; 必 须 存储 在 内 存 中 。 
Adams 法 的 隐 式 形式 被 称 为 Adams - Moulton 法 ， 其 中 4b_| 40, p=(k-2), 
其 一 般 性 表达 式 为 


k-2 
Xn+l = Yn +h 5 f(x Lis thi) (5. 57) 
i=-l 
根据 第 2 个 精确 性 约束 条 件 式 (5.52) 有 
k-2 
Vy TM = Tadya (5.58) 
i=0 
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ENB AB 

| 1 

1 1 1 1 Eo 1 [bi 1 

1 0 -1 = n me ees bo 2 

1 0 1 4 sid (-(k-1))? b, |= + 

1 0 (a1) 0?) (a2) sais (-(k-1)) 6 DE 
Lk 
(5.59) 


5.3 推导 三 阶 Adams - Moulton 法 。 
解 5.3 邻 k=3， 得 到 如 下 方程 : 








1 
1 1 1b 1 
10 -1l bdo 1=|2 
10 14 4, 1 
3 
可 解 得 

5 

bs 

8 

bo = 本 

1 

b= -75 


故 三 阶 Adams - Moulton 法 可 用 下 式 表 示 : 
1 
Xn+l = Xn DAC st pats + 8f( x, st, ) = fq 4 ,bn _1)] (5. 60) 


实现 此 算法 时 ，x,, ，x, _1 必 须 存储 在 内 存 中 ， 且 当 (x) 为 非 线 性 时 , st (5. 60) 
需 通过 迭代 求解 。 

Adams - Moulton 法 是 隐 式 的 ， 必 须 采 用 Newton - Raphson 法 或 其 他 类 似 的 迭 
代 方 法 进行 求解 ， 式 (5.49) 给 出 了 Newton - Raphson 法 迭代 的 格式 。 和 迭代 算法 
需要 设置 合适 的 初始 值 以 减少 迭代 次 数 ， 而 显 式 Adams - Bashforth 法 常用 来 为 隐 
IÑ Adams - Moulton 法 提供 初始 值 。 如 果 采 用 了 足够 高 阶 的 预测 算法 ， 那 么 Ad- 
ams - Moulton 法 通常 只 需要 一 次 近 代 即 可 收 人 钱 。 这 个 过 程 通常 称 为 “预测 - 校 
正 ” 法 ，Adams - Bashforth 法 用 于 预测 ，Adams - Moulton 法 用 于 校正 。 

实施 多 步 法 的 另 一 个 问题 是 最 开始 如 何 启 动 计算 过 程 ， 因 为 高 阶 算法 需要 多 
个 先 值 。 通 常 的 解决 方法 是 使 用 高 阶 单 步 法 ， 或 随 着 已 知 先 值 的 增加 ， 增 加 多 步 
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法 的 阶 数 ， 直 到 产生 的 先 值 满足 所 采用 的 多 步 法 的 要 求 为 止 。 
5.2.2 Gear 法 


多 步 法 中 的 另 一 个 著名 算法 是 Gear YE") | Gear 法 特别 适合 于 数值 求解 刚性 
系统 问题 。 与 Adams 法 中 除了 ao 外 其 他 a; AB NAA, Gear 法 中 除了 2 _， 
外 其 他 b, ABCA, WR, HF b_, 40, APA Gear 法 都 是 隐 式 法 。 通 过 设 定 
p=k-1, by =b, == =0, 大 阶 Gear 法 一 般 性 表达 式 为 

Xn = AQ%y +A Xp H $y Xn gad + AD afl 41 bn) (5.61) 
与 推导 Adams 法 的 过 程 一 样 ， 通 过 应 用 精确 约束 条 件 ， 上 式 中 的 大 +1 个 系数 可 
以 显 式 表达 为 






































1 1 1 vee 1 07 2 1 
0 =| -2 e -(k-1) 1 a 1 
0 1 4 ve (-(k-1))* 2| a, |=| 1 | (5.62) 
0 (-1)8 (-2)8 = (-(k-1))%°D k Lo, 1 


式 (5.62) 的 解 唯一 地 确定 了 天 阶 Gear ZEA k +1 个 系数 。 
例 5.4 推导 三 阶 Gear 法。 
解 5.4 令 有 5=3， 可 以 得 到 如 下 方程 : 








1 1 1 Of % 1 
0 -1 -2 ıl a 1 
0 1 4 2 
1 
解 得 
6 
ba = 五 
n! 
11 
11 
2 
11 
故 三 阶 Gear 法 可 用 下 式 表示 : 
Nn+l = 了 -Pani Aa, 2 FO ai) (5. 63) 


实现 上 述 算法 时 ，x,，%, -1，%, -2 必须 存储 在 内 存 中 ， 且 当 (x) 为 非 线性 函数 
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HF, zÈ (5.63) 需 迭 代 求 解 。 





5.3 ”精度 与 误差 分 析 


数值 积分 算法 的 精度 受 如 下 两 个 主要 因素 的 影响 : 计算 机 舍 入 误差 和 截断 误 
差 。 计 算 机 舍 入 误差 是 由 于 执行 计算 的 计算 机 精度 有 限 而 产生 的 ， 该 误差 很 难 减 
小 ， 除 非 使 用 计算 精度 更 高 的 计算 机 。 科 学 计算 时 一 般 使 用 双 精 度 字 长 。 精 确 解 
和 数值 解 之 间 的 差别 主要 是 由 截断 误差 决定 的 ， 截 断 误差 来 自 于 Taylor 级 数 展 开 
或 多 项 式 允 近 时 产生 的 误差 。 

在 数值 积分 算法 中 ， 最 有 效 的 是 那些 计算 量 最 小 而 能 产生 最 精确 结果 的 算 
法 。 一 般 而 言 ， 越 高 阶 的 算法 能 产生 越 精确 的 结果 ， 但 需要 的 计算 量 也 更 大 。 因 
此 ,希望 采用 最 大 的 时 间 步 长 以 减少 计算 的 频率 。 对 时 间 步 长 大 小 有 影响 的 因素 
有 多 个 ， 其 中 一 个 因素 是 每 一 步 计算 中 算法 自身 引入 的 误差 。 这 个 误差 就 是 局 部 
截断 误差 (LTE) ， 它 来 自 于 Taylor RRURIF MA MTB EWR, WAF 
所 使 用 的 数值 积分 算法 。 术 语 “ 局 部 ”强调 了 该 误差 来 自 于 每 一 步 计算 本 身 ， 
而 不 是 前 面 各 步 计 算 的 残余 全 局 误差 。 由 数值 积分 算法 单 步 产 生 的 误差 可 表示 为 

Erxl tay) — Xrl (5. 64) 
WP, x (六 1) 为 到 1 时 刻 的 精确 
解 ， 而 x ,1 为 其 数值 近似 解 。 上 述 
定义 中 假定 了 x (tp) =x,， 以 表示 Kix 
该 误差 是 单 步 计算 引入 的 。 局 部 截 
断 误 差 可 以 用 图 5.4 进行 说 明 。 

为 了 推导 局 部 截断 误差 的 表达 
W, 将 x(i_;) 在 i ,1 处 展开 : 






































Xn-i 一 %(t,-;) = 
> (t,-; E taa)” dN gi ) 
a j! dt n+l 


fz- t; 


图 5.4 局 部 截断 误差 的 图 形 化 描述 


(5. 65) 


< C = b+ M dit!) 
> j! ! dt X(tirl) (5. 66) 
j=0 : 





fxnistni) = x(1,.i) = 
求解 «(ty 41) — Xn a1 Í 
Ep =Cox(t,) + Cx, 1) + Cox(t, 5) to + Cut, yp) + Ogg (tapa) 十 


(5. 67) 
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若 算 法 的 阶 数 为 £， 则 前 面 的 个 系数 为 零 ， 故 局 部 截断 误差 可 表示 为 
Ep = Cph t! ttt) (t 11) tO) (5.68) 

AP, ORRA h PERA, 

例 5.5 HEAT Euler X., Jai Euler 法 和 梯形 法 的 局 部 截断 误差 表达 式 。 

fF 5. 5 

(1) 向 前 Euler 法 

前 面 已 讲述 过 向 前 Euler 法 的 表达 式 为 

Xaa =X, +hf(x,, t,) 


由 局 部 截断 误差 的 定义 有 x,, =x(t,)， 将 其 Taylor 级 数 展开 有 





xn =x (bas1) h(n) HEC gt) + (5. 69) 

另外 ， 
f(x, ,t,) =x(t,) =x(t,,,) halt) te (5.70) 

故 有 
Ep =K(tna1) Xni (5.71) 
=x(t, 1) —%_ — hf(x,,t,) (5.72) 


n 1 ae 
=%(tn 41) = | za) —h«x(t,41) tah Casi) +] = 


hlari haya) +7] (3°73) 
= Etat) +O0(h?) (5.74) 


(2) 后 退 Euler 法 
后 退 Euler 法 的 表达 式 如 下 : 
Xn+1 = Xn + hf( x 44 stand 


采用 与 向 前 Euler 法 相同 的 方法 进行 推导 ,但 这 里 采用 





Fiat) =%(b +41) (5.75) 

可 得 
ET =X(bn41) —%n 4) (5. 76) 
=X tna) — Xn Af Maa stn) (5.77) 


Saltna) = [eC halna) + Eger) t]he) (5.78) 


h? e 
= F(t 41) OCA) oy 
注意 ， 向 前 Euler 法 和 后 退 Euler 法 的 局 部 截断 误差 是 相等 的 ， 但 符号 不 同 ; 这 
个 特性 与 例 5.1 的 结果 ( 见 图 5.2) 是 一 致 的 ， 两 种 方法 的 误差 相等 只 是 符号 
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相反 。 
(3) 梯形 法 
二 阶梯 形 法 的 表达 式 为 
any nt SAA pats tl) thas tn) ] 


采用 与 前 面相 同 的 方法 进行 推导 ， 有 
ET =x(ti+1) Xn+l (5. 80) 


1 1 
=%(tn41) 一 Xn = notn) =F Ensa bee) (5: 81) 





h2.. h? 
=*(i, 41) = [Ct 41) -hx(t,,1) tans) a a] = 


hre o h? h- 

a -hx(t,41) Pee aa) te | -Fis1) (5. 82) 
kè (3) h 3) 4 
=—% (ty 41) 一 可 (tray) tOCh*) (5. 83) 
-二 xz) (ty 41) + OCR) (5. 84) 


两 种 一 阶 Euler 法 的 局 部 截断 误差 都 是 及 阶 的 ， 但 二 阶梯 形 法 的 局 部 截断 误 
ZEW 阶 的 。 梯 形 法 和 后 退 Euler 法 都 是 隐 式 法 ， 每 一 步 都 需要 迭代 求解 。 考 察 
梯形 法 的 迭代 求解 式 (5.49): 

aa h af)" 
atti = at ~ [7-42 
同样 地 ， 后 退 Euler 法 的 迭代 式 为 











o (e, -an = ENa) + A024.) 1) (5. 85) 





ie AS —hf(a* )) (5. 86) 


注意 ， 这 两 种 方法 所 需要 的 郴 数值 估算 量 和 计算 量 是 相当 的 ， 但 对 于 相同 的 
时 间 步 长 丸 ， 梯 形 法 的 局 部 截断 误差 要 比 后 退 Euler 法 小 得 多 。 因 此 ， 相 比 后 退 
Euler 法 ,梯形 法 是 一 种 使 用 更 为 广泛 的 通用 隐 式 数值 积分 算法 。 

对 于 多 步 法 ,已 推导 出 了 局 部 截断 误差 的 一 般 性 表达 式 !4] 。 对 于 如 下 的 一 
般 性 多 步 法 计算 公式 : 





Xat = = $ agn- i +hY 6, fxn -i? tn- -i) (5. 87) 


其 对 于 次 数 小 于 或 等 于 的 多 项 式 解 是 完全 精确 的 ;其 局 部 截断 误差 可 用 下 式 
KIR: 





ep =O, xt) (r)ht*! = OC hE) (5. 88) 
AP, -ph<rS<h, 
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C A 1 | 1) (HD [S > (k+1) k+l S, DJ} 
rare Y E 2,4: (p -i) +( #1) 25 (p- 8) 


(5. 89) 
上 述 表达 式 提 供 了 一 个 近似 计算 每 一 步 局 部 截断 误差 〈 以 * 和 户 为 变量 的 函数 ) 
的 方法 。 





5.4 数值 稳定 性 分 析 


从 前 面 的 讨论 中 可 以 发 现 ， 积 分 步 长 的 选择 直接 影响 算法 的 精度 ; 但 积分 步 
长 的 选择 对 数值 稳定 性 的 影响 还 没有 给 出 明确 的 结果 。 数 值 稳定 性 保证 了 算法 的 
全 局 截断 误差 保持 在 边界 之 内 ; 也 就 是 说 ， 数 值 稳定 性 保证 了 每 一 步 计 算 产 生 的 
误差 不 会 随 着 时 间 的 增长 而 累积 起 来 ， 即 每 一 步 的 误差 随 着 时 间 的 增长 是 衰减 
的 。 这 样 ， 对 于 数值 稳定 的 算法 ， 在 积分 步 长 选择 时 只 需要 考虑 局 部 截断 误差 就 
可 以 了 。 为 了 分 析 步 长 对 算法 数值 稳定 性 的 影响 ， 考 察 如 下 简单 的 标量 微分 
方程 : 


























x =f(%) =Ax(t) wo =x(to) (5.90) 
通过 观察 ， 可 以 得 到 上 述 方程 的 解 为 
x(t) =x,e” (5.91) 


HA<0, 4tow, x(t) 0; 相反 ， 蔡 入 >0， 当 1 一 w% ,x(1) 一 w 。 数 值 稳定 性 
保证 了 计算 过 程 的 全 局 行为 与 实际 系统 的 真实 行为 相 匹 配 。 考 察 将 向 前 Euler 法 
应 用 于 式 (5.90) 所 示 的 标量 系统 


Xat 





1 =x, thax, 
= (1 +hA)x, 
故 有 
x, =(1 +hA)xo 
x =(1+hdA)x, =(1 +ha)? x 


x, =(1+haA)"xo 
HA<0, MA tof, x(t) 0; 对 照 上 述 求解 过 程 ， 应 满足 如 下 条 件 : 
|1+hA| <1 (5.92) 
因此 , 对 于 和 <0 的 系统 ， 要 使 求解 过 程 数值 稳定 ，hA 的 值 必须 落 在 以 ( - 1, 
0) 为 圆心 的 单位 圆 内 ， 如 图 5.5 所 示 。 故 和 的 绝对 值 越 大 ， 积 分 步 长 有 就 
越 小 。 
同样 地 ， 考 察 将 后 退 Euler 法 应 用 于 同一 个 标量 系统 : 
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Xn = Xi thax, 41 Å Ima) 
X 


(1-hA) 

故 有 2 十 
Xo 

2 (LAA) 






m Re(hA) 


2 (TRA) (1 一 从) 





Xo 

ee ha 了 2 十 
若 和 <0, MA toot, x(t)—> 
0; 对 照 上 述 求解 过 程 ， 应 满足 如 y 
下 条 件 : 

l1-hàa|>1 (5.93) 
因此 , 对 于 和 A <0 的 系统 ， 要 使 求解 过 程 数值 稳定 ，hA 的 值 必须 落 在 以 (1, 0) 
为 圆心 的 单位 圆 之 外 的 区 域 中 ， 如 图 5.6 所 示 。 这 意味 着 对 于 所 有 的 入 <0, 后 
退 Euler 法 都 是 数值 稳定 的 。 因 此 ， 如 果实 际 系 统 是 稳定 的 ( 即 满足 入 <0)， 那 
么 积分 步 长 可 以 取 任 意 大 ， 而 不 会 影响 算法 的 数值 稳定 性 。 这 样 ， 积 分 步 长 的 先 
择 就 只 依赖 于 局 部 截断 误差 。 注 意 ， 如 果 AA 的 值 很 大 ，x, 将 快速 趋向 零 。 这 个 
特性 本 身 显示 了 后 退 Euler 法 具有 过 阻尼 的 倾向 ， 这 在 图 5.1 中 已 能 够 看 到 。 








图 5.5 向 前 Euler 法 的 绝对 稳定 域 





图 5.6 后 退 Euler 法 的 绝对 稳定 域 
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将 上 述 分 析 方 法 应 用 于 一 般 形式 的 多 步 法 ， 得 到 





P P 
Xati = >» aiX n-i + hà >. DiXn (5. 94) 
i=0 i=-l 
重新 排列 多 步 法 的 各 项 ， 得 到 
(ao +hAbo) (al +hAb,) (a, + hAb, ) 
Xn+l = (1 -JAD 1) + (1 hb 1) "-! te tO hab) (3. 95 ) 
=Vo%n + Vi%n-1 Hoe FV Xn —p (5. 96) 
上 述 关 系 确定 的 特征 方程 为 
P(z, hà) =2?*! +y + +y, =0 (5.97) 
式 中 , zz, ee, PUNR (5.97) 的 〈 复 ) W, wA 
ptl 
Xn+l = DOO (5. 98) 


isl 
若 和 A <0， BG ne, x0, BARAR 7 =1, 2, +, p+1 有 |z| <1。 
因此 ， 只 有 当 给 定 的 hA 能 使 特征 方程 P(z, hà) =0 的 根 均 满 足 |z,| <1 (i= 
1, +k) 时 ， 多 步 法 才 是 绝对 稳定 的 。 绝 对 稳定 性 意味 着 全 局 误差 将 随 着 n 的 
增 大 而 减 小 。 在 hà 复 平面 上 ， 能 使 特征 方程 P(z, hà) =0 的 根 均 满足 |z,| <1 
(i=1, =, k) 的 区 域 被 定义 为 绝对 稳定 域 。 令 
P(z, hà) =P,(z) -hAP,(z) =0 





AP, 
P,(z) Age = aoz” -a,27! -=a 
P, (z) &b 12t! + bo +b! +e +b, 
hà Ta 
~ P (2) (5. 99) 
由 于 : 为 复数 ， 它 也 可 以 被 表示 为 以 下 形式 
ec) 





该 区 域 的 边界 可 以 通过 在 复 平面 上 画 出 hA 的 轨迹 得 到 (4 0 HE [0, 27] 范围 
内 改变 ) ， 其 中 


hA(0) 





ej(p+1)0 — age? — aiei(?-1)0 Pe -a, ye" Sä 





l l - a (5. 100) 
_1ejtP+1)8 + bye? +b, el(P-1)8 or +b,_,e” +b, 


65.6 画 出 三 阶 Gear 法 和 三 阶 Adams 法 (包括 隐 式 法 和 显 式 法 ) 的 绝对 
稳定 域 。 

解 5.6 

(1) Gear 法 

&p=k-1 Ñ bo, b, © =0, Æ hà 复 平面 上 根据 式 (5.100) mih hA 的 
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轨迹 ( 令 9 在 [0, 27] 范围 内 改变 ) ， 可 以 得 到 Gear 法 的 绝对 稳定 域 
jkO _ 


j(E-1)0 _... 
age 








z$ i ~ 4-1 
hà (8) = re (5.101) 
-1€ 
代入 三 阶 Gear 法 的 各 系数 的 值 ， 得 到 
oj30_ 18k-D0 4 9 io 2 
hA(0) = n ae 1 u (5. 102) 
一 -el 
11 





令 0 在 [0, 27] 范 围 内 改变 ， 
可 以 画 出 三 阶 Gear 法 的 绝对 稳 | 
定 域 ， 如 图 5.7 中 阴影 区 域 
所 示 。 

(2) Adams - Moulton 法 
( 隐 式 法 ) 

Sp=k-1 Ma, a, = 
0, 在 h 复 平 面 上 根据 式 
(5.100) mi hà 的 轨迹 ( 令 0 
在 [0, 27] 范围 内 改变 ) ， 可 
以 得 到 Adams - Moulton 法 的 绝 
对 稳定 域 : 











图 5.7 三 阶 Gear 法 的 绝对 稳定 域 


e}? _ agel) 











MALUE b_, 0) + belt)? + beit 0 +... b, ae ne) 
代入 三 阶 Adams - Moulton 法 各 系数 的 值 ， 得 到 
hA(@) = ee (5. 104) 
5 jo, 8 0 1 jo 
eh" + el” — —e! 


12 12 12 

三 阶 Adams - Moulton 法 的 绝对 稳定 域 如 图 5. 8 的 阴影 部 分 所 示 。 

(3) Adams - Bashforth 法 〈 显 式 法 ) 

&p=k-1, b =0 和 oa，w，…=0, 在 jA 复 平面 上 根据 式 (5.100) m 
出 hA 的 轨迹 (SOE [0, 27] 范围 内 改变 ) ， 可 以 得 到 Adams - Bashforth 法 的 
绝对 稳定 域 : 

















il? _ aoei(t-1)0 
oel ETDE + bje DO .tb 


代入 三 阶 Adams - Bashforth 法 各 系数 的 值 ， 得 到 





hà (8) a (5. 105) 
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A mina) 


Re(hA) 
2 4 6 














图 5.8 三 阶 Adams — Moulton 法 的 绝对 稳定 域 




















6j30 _ eP? 
hA(0) = Da g T6 y i 5 (5. 106) 
12 12 12 

三 阶 Adams - Bashforth 法 的 绝 Im(ha) 
对 稳定 域 如 图 5. 9 的 阴影 部 分 所 示 。 

这 个 例子 说 明了 隐 式 法 和 显 式 
法 的 一 个 主要 区 别 。 在 阶 数 相同 的 
情况 下， 两 种 隐 式 法 ( Gear 法 和 = Reha) 





Adams - Moulton 法 ) 的 绝对 稳定 域 6 2 p 2 4 $ 
都 比 显 式 法 (Adams - Bashforth 法 ) 

大 得 多 。Gear 法 的 绝对 稳定 域 几乎 

包含 了 h 复 平 面 的 左 半 和 平面; 因 

此 ， 对 于 任意 一 个 稳定 的 动态 系统 ， 

其 积分 步 长 可 以 取得 任意 大 而 不 需 图 5.9 三 阶 Adams - Bashforth 法 的 绝对 稳定 域 
要 考虑 步 长 对 数值 稳定 性 的 影响 。 
Adams - Moulton 法 的 绝对 稳定 域 也 比 Adams - Bashforth 法 大 得 多 。 一 般 地 ， 显 式 
法 的 稳定 域 比 同 阶 的 隐 式 法 的 绝对 稳定 域 小 得 多 。 因 此 ， 隐 式 法 党 被 应 用 于 商业 
化 的 微分 方程 求解 算法 包 中 ， 而 且 积分 步 长 完全 根据 局 部 截断 误差 准则 来 选择 。 
随 着 算法 阶 数 的 增加 ， 绝 对 稳定 域 将 缩小 ， 但 精度 将 提高 。 因 此 数值 积分 算法 需 
要 折 中 考虑 精度 、 稳 定性 和 数值 计算 效率 三 者 的 关系 。 



































5.5 刚性 系统 


Gear 法 最 初 是 用 来 求解 刚性 常 微 分 方程 组 的 。 所 谓 刚 性 系统 指 的 是 同时 有 具 
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有 “非常 快 ”与 “非常 慢 ” 时 间 动 态 的 宽 时 间 范 围 动态 系统 。 线 性 刚性 系统 的 
寺 征 值 大 小 常常 会 跨越 好 几 个 数量 级 。 对 于 非 线 性 系统 ， 若 与 待 研究 工作 点 相对 
应 的 Jacobi 矩阵 具有 大 范围 分 散 的 特征 值 ， 那 么 该 非 线 性 系统 就 是 刚性 系统 。 为 
了 高 效 并 精确 地 求解 刚性 微分 方程 ， 期 望 所 采用 的 多 步 算法 是 “刚性 稳定 ”的 。 
合适 的 数值 积分 算法 应 能 允许 步 长 在 一 个 较 宽 的 范围 内 变化 而 仍然 保持 数值 稳 
定 。 一 个 刚性 稳定 算法 具有 如 图 5. 10 所 示 的 三 个 稳定 域 : 



































图 $.10 刚性 稳定 所 要 求 的 稳定 域 


= 





1. 区 域 工 是 绝对 稳定 域 

2. 区 域 正 是 精确 与 稳定 域 

3. 区 域 亚 是 精确 与 相对 稳定 域 

大 模 值 负 特 征 值 仅仅 在 常 微分 方程 解 的 初始 阶段 会 对 解 有 显著 的 影响 ， 然 
而 ， 在 整个 求解 过 程 中 ， 必 须 考 虑 它 的 作用 。 大 模 值 负 特征 值 (A <0) 将 会 在 
1Z|A | 时 间 内 按 1/e 的 速率 迅速 衰减 。 如 果 AA =y +jB8， 那 么 每 一 步 中 幅 值 的 变 
化 均 为 eg。 如 果 y <6<0, AE SHK I 与 区 域 开 的 分 隔 线 所 对 应 的 实 部 值 ， 
那么 在 每 一 步 中 该 分 量 都 会 至 少 减 少 ee。 在 有 限 步 之 后 ， 快 变 分 量 的 影响 可 以 
忽略 不 计 ， 且 它们 的 数值 精度 也 不 再 重要 。 因 此 要 求 数值 积分 算法 在 区 域 [ 中 保 
证 绝对 稳定 。 

在 原点 附近 ， 数 值 精度 变 得 更 加 重要 ， 同 时 也 需要 保证 算法 相对 或 绝对 稳 
定 。 所 谓 的 相对 稳定 域 ， 指 的 是 这 样 一 个 域 ， 满 足 式 (5.97) 的 特征 多 项 式 的 
外 部 特征 值 小 于 主 特征 值 的 所 有 hà 的 值 。 所 谓 主 特征 值 指 的 是 能 够 最 准确 地 确 
定 系统 响应 的 特征 值 。 如 果 算 法 在 区 域 亚 中 是 相对 稳定 的 ,那么 在 这 一 区 域 中 系 
统 的 响应 将 由 主 特征 值 主 导 。 如 果 y >a >0， 系 统 响应 中 有 一 个 分 量 每 一 步 将 至 少 




















第 5 章 数值 积分 135 





会 增加 e*。 必 须 选 择 足 够 小 的 步 长 来 限制 这 一 增 量 ， 从 而 能 够 追踪 数值 的 变化 。 

如 果 || B || >9， 每 一 步 中 至 少 存在 0/20 个 完整 的 振荡 周期 。 除 了 响应 迅速 
衰减 的 区 域 [与 没有 用 到 y > a 条 件 的 区 域 ， 其 余 区 域 中 必须 捕捉 到 振荡 响应 。 
实际 上 ， 为 了 精确 地 捕捉 到 振荡 的 幅 值 与 频率 ， 惯 用 的 做 法 是 每 个 振荡 周期 具有 
8 个 或 更 多 个 时 间 节 点 ; 因此， 在 区 域 卫 中 ,9 的 边界 选取 为 mn/4。 

检查 Adams - Bashforth 类 算法 表明 ， 它 们 不 满足 刚性 稳定 的 准则 ， 因 此 并 不 
适合 用 于 求解 刚性 系统 。 只 有 一 阶 和 二 阶 Adams - Moulton 算法 (分 别 为 后 退 
Euler 法 和 梯形 法 ) 满足 刚性 稳定 的 准则 。 另 一 方面 ，Gear 法 是 专门 开发 出 来 用 
于 求解 刚性 系统 的 [41。 直 到 六 阶 的 Gear 法 都 满足 刚性 条 件 且 具有 如 下 的 
6 值 :5] : 

















阶 6 
1 0 
2 0 
3 0.1 
4 0.7 
5 2.4 
6 6.1 


65.7 采用 三 阶 Adams - Bashforth, Adams - Moulton 与 Gear 法 求解 如 下 系 
统 ， 并 进行 比较 。 





xı =48x, +98x, x,(0) =1 (5. 107) 
x = —49x, -99x, x (0) =0 (5. 108) 
解 5.7 例 5.7 的 精确 解 为 
x(t) = 2e” =e ™ (5. 109) 
a(t) =- e~% +e (5.110) 


该 精确 解 如 图 5. 11 所 示 。 两 个 状态 量 都 包含 了 快 变 分 量 与 慢 变 分 量 ， 其 中 快 变 
分 量 主 导 了 初始 啊 应 ， 而 慢 变 分 量 主 导 了 长 期 的 动态 响应 。 由 于 Gear 法 、 
Adams - Bashforth 法 与 Adams - Moulton 法 是 多 步 法 ， 因 此 采用 绝对 稳定 的 梯形 法 
来 进行 初始 化 ， 前 两 步 或 前 三 步 采用 梯形 法 和 较 小 的 步 长 。 

步 长 为 0.0111s 的 Adams - Bashforth 法 结果 如 图 5.12 所 示 。 注 意 ， 即 使 步 
长 小 到 0.0111s， 该 算法 的 固有 误差 也 最 终 导致 系统 的 响应 呈现 出 数值 不 稳定 
性 。 可 以 通过 减 小 步 长 来 增加 系统 的 数值 稳定 性 ， 但 在 积分 区 间 (te [0, 2]) 内 
就 需要 更 多 的 计算 步 数 ， 从 而 使 计算 效率 低下 。 

采用 步 长 为 0. 15s 的 Adams - Moulton 法 求解 此 刚性 系统 ， 结 果 如 图 5. 13 所 
示 。 尽 管 与 Adams - Bashforth 法 相 比 ，Adams - Moulton 法 可 以 使 用 大 得 多 的 积分 
步 长 ,但 Adams - Moulton 法 并 不 具有 数值 的 绝对 稳定 性 。 当 积分 步 长 h =0. 15s 
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时 ，Adams - Moulton 法 已 呈现 出 数值 不 稳定 性 。 注 意 ， 采 用 Adams - Moulton 法 
所 得 出 的 结果 是 在 精确 解 附近 随时 间 增 幅 振荡 的 。 

采用 步 长 为 0. 15s 的 Gear 法 求解 此 刚性 系统 ， 结 果 如 图 5. 14 所 示 ， 注 意 ， 
所 采用 的 步 长 与 图 5.13 所 示 的 Adams - Moulton 法 相同 。Gear 法 是 数值 稳定 的 ， 
其 全 局 误差 随 着 时 间 的 增长 而 减 小 。 

比较 三 种 积分 算法 的 结果 ， 说 明 采 用 专门 开发 的 积分 算法 来 处 理 刚 性 系统 是 
必要 的 。 尽 管 三 阶 Adams - Bashforth 法 与 Adams - Moulton 法 具有 绝对 稳定 的 区 
域 , 但 这 些 区 域 不 足以 确保 对 刚性 系统 进行 精确 的 求解 。 


2 





1.5| x10 
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X1(D), 200 
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图 5.11 刚性 系统 的 响应 


h=0.0111s 
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图 5.12 步 长 为 0.0111s 时 Adams - Bashforth 法 求解 刚性 系统 的 结 
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图 5.13 步 长 为 0.15s 时 Adams - Moulton 法 求解 刚性 系统 的 结 
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时 间 /s 





图 5.14 步 长 为 0. 15s 时 Gear 法 求解 刚性 系统 的 结 


5.6 步 长 选择 


为 了 提高 计算 效率 ， 在 满足 预 设 精度 的 条 件 下 ， 和 希望 选择 尽 可 能 大 的 积分 步 
长 。 如 果 所 选 的 数值 积分 算法 是 数值 稳定 的 ， 那么 通过 时 刻 关 注 该 算法 的 局 部 截 
断 误 差 就 能 保证 精度 水 平 。 当 函数 x(t) 快 速 变 化 时 ， 步 长 就 应 该 选 得 足够 小 ， 
以 能 捕捉 到 函数 的 主导 性 动态 特征 。 相 反 地 ， 当 函数 x(1) 在 一 个 有 限时 间 段 内 
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变化 不 大 (接近 线性 ) 时 ， 步 长 就 可 以 选 得 较 大 ， 且 仍然 能 保持 精度 水 平 。 对 
数值 积分 算法 真正 构成 挑战 的 是 ，x(1) 的 动态 响应 既 包 含 了 快速 变化 的 时 间 段 ， 
也 包含 了 慢 速 变化 的 时 间 段 。 在 这 种 情况 下 ， 期 望 在 整个 仿真 时 间 段 内 积分 步 长 
可 以 伸缩 ， 实 现 上 述 目标 的 途径 是 基于 局 部 截断 误差 边界 来 确定 积分 步 长 。 
考察 梯形 法 的 绝对 局 部 截断 误差 : 
er = Bh) (7) (5.111) 


该 局 部 截断 误差 依赖 于 积分 步 长 九 和 函数 x(t) ERNER xO (7) 。 如 果 选 择 局 
部 截断 误差 在 如 下 范围 内 上 























Bi<esB, (5. 112) 
A, BL 和 B0 分 别 表示 预先 设 定 的 上 边界 和 下 边界 。 那 么 积分 步 长 的 范围 就 是 


ee 
h s Fore (5.113) 

如 果 x(t) 是 快速 变化 的 ， MAO RAR, REIN h 就 要 选 小 以 满足 e< 
Bo; 而 如 果 x(z) 变 化 不 快 ， 那么 x3) (7) 就 会 变 小 ， 从 而 选择 比较 大 的 步 长 也 
能 满足 e 生 BU。 因 此 可 以 导出 如 下 的 计算 积分 步 长 的 步骤。 

积分 步 长 选择 算法 : 

先 尝试 用 一 个 积分 步 长 hpp KMA xps wn eE x ,1。 

1. 用 x, ,1 计算 出 局 部 截断 误差 er。 

2. 假如 BLS ers By, 那么 说 明 步 长 ,1 是 可 以 的 , S hia = Aaa, 然后 

3. 假如 a >Buy, WH hap KK, BAS haii = ah, ,1, 返回 第 1 F, 重复 以 
上 操作 。 

4. 假如 Bu, WAW, h,a MÍT, 令 hra = ah, 4,1, 然后 继续 。 
其 中 




















Poe [2 (5.114) 


RP, BLSBu S Bo, 大 是 算法 的 阶 数 。 

一 些微 分 方程 求解 的 商业 软件 包 对 积分 步 长 的 选择 与 上 述 方法 稍 有 不 同 。 在 
这 些 软件 包 中 ， 如 果 局 部 截断 误差 小 于 下 边界 Bl ， 则 尝试 的 积分 步 长 也 失败 ， 
并 重新 尝试 一 个 更 大 的 积分 步 长 。 同 样 地 ， 这 里 也 存在 一 个 折 中 问题 ， 一 方面 采 
用 较 大 的 时 间 步 长 重新 计算 x, ,1 需要 花费 计算 量 ,但 计算 步 长 大 了 ; 而 另 一 方 
面 直 接 采 用 已 经 得 到 的 结果 ， 没 有 新 增 计算 量 ， 但 计算 步 长 小 。 

实现 上 述 确定 计算 步 长 算法 的 难度 在 于 需要 计算 x( 的 高 阶 导 数 。 因 为 
x“(t) 的 解析 式 是 不 知道 的 ， 其 高 阶 导 数 必须 通过 数值 计算 来 求 得 。 一 种 常用 的 方 
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法 是 用 差分 方法 来 近似 求 导 计算 。x(7) 的 第 (hk+1) 阶 导数 可 以 近似 为 


We ayeyi Veins (5. 115) 
式 中 ， Vir %n yi 的 计算 是 递 JAW: 
Xn 一 和 mn 
二 (5. 116) 
n+ n 
Xn TX 
Vi%n =. (5.117) 
(5.118) 
Vix, = Vix, 
VX tl ee (5.119) 
or n= 
Vix, -Vixa 1 
V2%n T ea (5. 120) 
: (5. 121) 
VEX py — VEX, 
Visited EERI (5. 122) 
a+ n= 


例 5.8 推导 梯形 法 的 积分 步 长 选择 公式 ， 假 定局 部 截断 误差 的 上 边界 
HAG 
解 5.8 梯形 法 的 局 部 截断 误差 表达 式 为 


3 














12B 
hs lay 5.123 
x (7) ( ) 
第 一 步 我 们 先 求 出 三 阶 导 数 的 表达 式 : 
a) (7) 3! Wain et (5. 124) 
V2% V. 
uoa aeo (5.125) 
如 +1 一 加- 2 
V2% Xn4+l — V2x, 
“Fai +h, +h wena) 
= 1 | 一 [= n+l mn haa] 
haat +h, +h,- Ina +h, hazı h, 
1 Xn ~%n-1 Xn-1 ~ Xn-2 
h, +h,- | h, hh | (5. 127) 





将 Bj 和 三 阶 导数 的 近似 式 代入 式 (5.123) 中 ,得 到 的 取 值 范 围 为 


1°72 
hazi <b fon (5.128) 
n+l 


AP, yxp ÆR (5.127) 中 给 出 。 
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5.7 微分 代数 方程 


许多 类 型 的 系统 可 以 一 般 性 地 摘 述 成 如 下 形式 : 


F(t, y(t), y(t)) =0 (5.129) 

式 中 , FAlye R"。 在 某 些 情况 下 , st (5.129) 可 以 重新 写 为 如 下 形式 : 
F(t, x(t), x'(t), y(t)) =0 (5. 130) 
g(t, x(t), y(t)) =0 (5.131) 


这 种 形式 的 方程 一 般 地 被 称 为 微分 代数 方程 组 (DAE), EPPES DAE 也 
可 认为 是 一 组 微分 方程 ， 即 受 代数 流 形 [ 式 (5.131)] 约束 的 微分 方程 组 [ 式 
(5. 130) ] 。 通 常 ， 代 数 方程 组 式 (5.131) 是 可 道 的 ， 即 y(t) 可 以 用 y(t) =g! 
(1, x(t) ) 来 表达 ， 从 而 式 (5.130) 可 重新 写成 常 微 分 方程 的 形式 
F(t, x(t), x(t), g(t, x(t))) = f(t, x(t), x'(t)) =0 (5.132) 
尽管 常 微分 方程 组 (ODE) 在 概念 上 是 比较 容易 求解 的 ， 但 存在 多 个 难以 
抗拒 的 原因 ， 要 求 保留 系统 方程 为 原来 的 DAE 形式 。 因 为 很 多 DAE 模型 是 从 物 
理 问题 导出 的 ， 在 这 些 模型 中 ， 每 个 变量 都 有 其 各 自 的 特性 和 物理 意义 ; 将 
DAE 转化 成 ODE 会 导致 方程 解 的 物理 信息 丢失 。 此 外 ,求解 ODE 形式 的 方程 可 
能 计算 量 更 大 ， 因 为 在 转化 成 ODE ISR A Be [AIA AY PE m EROR AF Jk 
始 的 DAE 将 得 到 更 多 系统 行为 的 信息 。 
DAE 的 一 种 特殊 形式 是 半 显 式 DAE， 其 形式 如 下 : 
x = f(x, y, t) xe R” (5. 133) 
0 =g(x,y,t) ye R” (5. 134) 
式 中 , y 和 g 有 同样 的 维度 。 能 写成 半 显 式 形 式 的 DAE 通常 被 称 为 是 指标 1 的 微 
分 代数 方程 组 65] 。 求 解 半 显 式 DAE 的 最 早 的 成 果 发 表 于 参考 文献 [15] ， 并 在 
参考 文献 [16] 中 得 到 了 改进 ， 其 做 法 是 将 *(z 用 大 阶 后 退 差分 方程 (BDF) 
来 近似 替代 : 


















































x(t) a = 5 i (5.135) 

然后 求解 如 下 新 的 方程 组 以 得 到 近似 的 x，、y，: 
Pr&n = Af ns Yn, tn) (5. 136) 
0 = g(xn, Yns tn) (5. 137) 


将 不 同 的 数值 积分 算法 应 用 于 求解 微分 代数 方程 ， 已 进行 过 很 多 研究 。 参 考 
文献 [44] 提出 了 变 步 长 但 固定 公式 代码 的 求解 方法 。 特 别 地 ， 采 用 经 典 的 四 
ff Runge - Kutta 法 来 求解 x， 而 用 三 阶 BDF 法 来 求解 yo 

然而 一 般 情况 下 ， 很 多 DAE 可 以 用 任何 多 步 数 值 积 分 算法 进行 求解 .1， 但 
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要 求 这 些 多 步 数 值 积分 算法 在 求解 ODE 时 是 收敛 的 。 将 多 步 数 值 积 分 算法 应 用 
于 求解 DAE 是 直截了当 的 。 通 用 的 多 步 法 公式 如 式 (5.8) 所 示 ， 将 其 应 用 于 
式 (5.133) 和 式 (5.134) 得 到 





P p 

Xn+tl = > aiX n-i + h > bf xni A (5. 138 ) 
i=0 i=-l 

0 = E(Xn41 >» Yntl> trot) (5. 139) 











多 步 法 应 用 于 求解 半 显 式 的 指标 1DAE 时 是 稳定 和 收敛 的 ， 其 精度 与 求解 同 阶 非 
刚性 ODE 相当 [5] 。 

对 于 式 (5.138) 和 式 (5.139) 的 求解 ， 有 两 种 基本 方法 。 一 种 是 迭代 法 ， 
首先 求解 式 (5. 139) 得 到 y, ,1 ， 然 后 将 其 代入 到 式 (5.138) 求 出 x, ,1。 这 个 
过 程 在 i, ,| 处 不 断 重复 ， 直 到 x ,| 和 yy, ,的 值 收敛 ， 然 后 再 在 下 一 个 时 间 点 处 
进行 求解 。 

另 一 种 方法 是 同时 求解 法 ， 即 采用 诸如 Newton - Raphson 法 等 非 线性 求解 
器 ， 同 时 对 上 述 两 个 方程 组 进行 求解 以 得 到 x, ,, Aly, ,,。 在 这 种 情况 下 ， 上 述 
方程 组 被 改写 为 

0 = F(x Ynrls Ena) 


P P 
= Xal 一 > QiXn i 一 h > f(x 1 > Yn-i> tai) (5. 140) 
i=0 i=-l 


0 = o( X41, Yn+1°9 farid (5. 141) 
Newton - Raphson 法 的 Jacobi 1ER X 

















Jy = is (5. 142) 
ax ay 
通过 求解 这 个 完整 的 n+m 阶 方程 ， 就 能 同时 得 到 x, ,| 和 yy, ,1。 

与 ODE 对 于 任何 初始 值 都 有 唯一 解 不 同 ，DAE 不 一 定 有 唯一 解 。DAE 的 可 
解 性 指 的 是 ， 对 于 充分 不 同 的 输入 和 相 容 的 初始 条 件 存在 一 个 唯一 的 解 。 就 
DAE 来 说 ， 对 于 非 状态 变量 (代数 变量 ) 只 存在 一 组 初始 条 件 。 与 系统 输入 相 
容 的 初始 条 件 被 称 为 容许 初始 条 件 ， 容 许 初始 条 件 满 足 如 下 方程 : 

Yo =g" (4, to) (5. 143) 


5.8 在 电力 系统 中 的 应 用 


电力 系统 一 般 认 为 是 大 规模 的 ， 为 了 描述 故障 期 间 和 故障 后 互联 电力 系统 的 
行为 ,通常 涉及 成 百 上 千 个 方程 。 随 着 电力 系统 运行 的 日 益 复 杂 ， 对 电压 状态 和 
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系统 稳定 性 进行 分 析 就 变 得 十 分 必要 了 。 一 个 为 200 万 到 300 万 城市 和 农村 人 口 
供电 的 中 等 规模 的 电力 公司 ， 所 运行 的 电网 一 般 包含 成 百 的 母线 和 数 千 条 输电 线 
路 ， 这 还 不 包括 配 电 系统 在 内 [21 。 在 某 些 假设 条 件 下 ， 例 如 忽略 输电 线路 的 暂 
态 过 程 ， 互 联 电力 系统 通常 可 以 用 微分 代数 方程 来 描述 ， 且 微分 方程 个 数 超过 
1000， 代 数 约束 方程 个 数 超过 10000。 求 解 此 类 大 规模 系统 的 一 种 传统 方法 是 ， 
将 全 系统 模型 用 降 阶 的 状态 空间 模型 来 代替 。 


5.8.1 暂 态 稳定 性 分 析 


同步 电机 的 “经 典 模型 ”经 常 被 用 来 研究 电力 系统 在 如 下 时 间 段 的 暂 态 稳 
定性 ， 该 时 间 段 内 ， 系 统 的 动态 主要 取决 于 存储 在 旋转 质量 块 中 的 动能 。 该 时 间 
段 的 长 度 通常 在 1 ~2s。 经 典 模型 是 在 多 个 简化 假设 下 导出 的 i1]. 

1. 机 械 功率 输入 P,,， 是 恒定 的 。 

2. 阻尼 可 忽略 。 

3. 同步 电机 的 暂 态 电抗 后 恒定 电势 模型 是 有 效 的 。 

4. 同步 电机 的 转子 角 与 暂 态 电抗 后 恒定 电势 的 相位 角 重合 。 

5. 负荷 用 恒定 阻抗 表示 。 
运动 方程 为 

















ò; = (P 


mi 


- E?G; - E; È, E;(Bysinô; + Gycosd;)) (5. 144) 
j*i 
Ô, = w; 一 QO, i = 1,--+,n (5. 145) 
` 六 = 2H, 
式 中 , n 是 电机 人 台数，w, 是 同步 角 频 率 ，6; =6; -6;，M; = 一， 而 HERES 


数 (s)。B; 和 G; 是 归 算 到 电机 内 部 节点 的 导 纳 矩阵 了 的 元 素 。 负 和 荷 用 恒定 阻抗 
模拟 并 已 归 算 到 导 纳 抢 阵 中 。 经 典 模 型 适合 于 在 输电 系统 故障 后 的 第 一 摆 和 第 二 
摆 (发 电机 功 角 ) 期 间 对 系统 频率 响应 进行 分 析 。 开 展 暂 态 稳定 性 分 析 的 过 程 
如 下 。 

暂 态 稳定 性 分 析 

1. 进行 潮流 计算 以 获取 系统 的 电压 和 相 角 以 及 有 功 功率 和 无 功 功率 。 

2. 对 系统 中 的 每 一 台 发 电机 i (1，…, 7m) ， 计 算 内 部 电势 和 初始 转子 角 
EZL8: 





= (Pas + jQgen ) 


Teen = .14 
gen ViL0r (5 6) 
E Zôo = jx ul ven + Vr LOr (5. 147) 


RPH, Pun + Open EROAA AMEIR, Vr LOr 是 发 电机 的 端 
口 电压 。 
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3. 对 系统 中 的 每 个 负荷 1，…，m， 将 有 功 功 率 和 无 功 功 率 转换 成 导 纳 : 
I 

















= ` - Lb 
Y, = G, +jB = V Zo, (5. 148) 
Sr 
5. 149 
2 ( ) 
Py -jQ 
= “L .1 
7 (5. 150) 
并 将 并 联 导 纳 Y, J 21-524 66 ERMIR ARE. 
4. 对 系统 中 的 每 台 发 电机 ， 如 图 5. 15 所 EL6 VeZ By 
示 的 那样 ， 增 加 一 条 内 部 母线 来 增 广 系统 的 导 ix 
纳 和 矩阵 ， 内 部 母线 与 发 电机 端口 之 间 用 暂 态 电 
Hi x 来 连接 。 
然后 令 ad 
jx, 0 0 0 Cu 一 /一 一 
0 jsa 0 0 图 5.15 ” 暂 态 电抗 后 恒定 电势 模型 
0 0 jxd， 0 
LO 0 Ow jeh 
以 及 


J = [ [ = Find [0xm | ] 
YS ys 


mn nm 


SH, (0, . ] 是 一 个 nxm WFE, 


之 后 再 令 
Y Otman 
Yam = Y igna + 
Oat ye ee eee 


ONE EA Pe EE PBR EY, 发 电机 母线 按照 1，…，, n 编号 ， 
而 余下 的 负荷 母线 按照 n+1，…，m 编号 。 
5. 只 保留 发 电机 内 部 母线 的 “ 降 阶 导 纳 矩阵 ”Yi 由 下 式 给 出 : 
了 =L7 — 了 Y aY na] (5.151) 
= Gea +jBa (5. 152) 
PAM A nxn WEE, EP n 是 发 电机 台数 ， 而 原始 的 导 纳 矩阵 
E m xm 阶 的 。 
6. 重复 步骤 4 和 5， 以 计算 故障 期 间 的 降 阶 导 纳 矩阵 以 及 故障 后 的 降 阶 导 纳 
矩阵 〈 如 果 故 障 前 后 该 矩阵 是 不 同 的) 。 
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7. 在 0 <i<tspwy 时 间 段 ,采用 所 选择 的 数值 积分 方法 基于 故障 前 的 降 阶 导 
纳 和 矩阵 求解 暂 态 稳定 性 方程 式 (5.144) 和 式 (5. 145) ， 这 里 i 是 故障 发 生 的 
时 刻 ， 在 很 多 应 用 中 iy 是 取 0。 

8. TE Lappy <t 夺 tagow 时 间 段 ， 采 用 所 选择 的 数值 积分 方法 基于 故障 中 的 降 阶 
导 纳 矩阵 求解 暂 态 稳 定性 方程 式 (5.144) 和 式 (5.145)， 这 里 tj 是 故障 被 清 
除 的 时 刻 。 

9. 在 tow <1 专 twa 时间 段 ， 采 用 所 选择 的 数值 积分 方法 基于 故障 后 的 降 阶 导 
纳 和 矩阵 求解 暂 态 稳定 性 方程 式 (5.144) MIÈ (5.145) ， 这 里 上 是 仿真 时 段 的 
结束 点 。 

仿真 结束 后 ， 可 以 画 出 每 台 发 电机 的 状态 量 (6,, o) 随时 间 变 化 的 曲线 。 
转子 角 的 响应 特性 可 以 用 弧度 给 出 ,需要 的 话 也 可 以 换算 成 电 角 度 。 转 子 角 频 率 
的 单位 为 rad/s， 需 要 的 话 也 可 能 换算 成 Hz ( 周 /s)。 对 这 些 波 形 进 行 分 析 就 能 
判断 系统 的 稳定 性 是 否 得 到 了 保持 。 如 果 系 统 响 应 相互 之 间 是 逐渐 分 离 的 或 者 呈 
现 出 增幅 振荡 ， 那 么 系统 很 有 可 能 是 不 稳定 的 。 

例 5.9 对 如 图 5. 16 所 示 的 三 机 九 母线 系统 ，0. 1s 时 在 母线 8 上 发 后 金属 
性 三 相 短路 故障 ， 该 故障 通过 跳 开 线路 8 -9 来 清除 。 如 果 故 障 发 生 后 经 过 0. 12s 
清除 ， 判 断 该 系统 能 否 保 持 稳 定 。 



















































































H (sec)=6.4 H (sec)=3.01 
D (pu)=2.5 D (pu)=1.0 
1.63pu —> 2 8 7 6 3 =< 0.85pu 
HO) 
0.0654pu —t+=> | —+— 0.1095pu 
V=1.012+40.1648pu 1.0+j0.35pu V3=1.022+j0.08292pu 
“| 
l pe =s 
1.25+j0.50pu 0.90+j0.30pu 
= 一 | => 
4 
1 —— WM=1.04+j0pu 
H(sec)=23.64 
| | D(pu)=9.6 
1 


0.723pu 0.2703pu 


图 5.16 例 5.9 的 三 机 九 母 线 系统 
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解 5.9 根据 前 述 的 暂 态 稳定 性 分 析 步 又 ， 第 一 步 是 对 该 系统 进行 湖 流 计 
算 。 线 路 和 母线 数据 如 图 5.16 所 示 。 潮 流 计算 结果 如 下 .: 





i V 0 Pra Qsen 

1 1. 0400 0 0. 7164 0. 2685 
2 1. 0253 9. 2715 1. 6300 0. 0669 
3 1. 0254 4. 6587 0. 8500 —0. 1080 
4 1. 0259 -2. 2165 

5 1. 0128 -3. 6873 

6 1. 0327 1. 9625 

7 1.0162 0. 7242 

8 1. 0261 3.7147 

9 0. 9958 -3. 9885 





其 中 母线 电压 相 角 的 单位 是 (*)， 其 他 数据 的 单位 都 是 pu。 该 系统 的 导 纳 
矩阵 如 图 5. 17 所 示 。 








17.3611 2-90.00" 0 0 173611 /790.00° 0 0 0 0 0 
0 16.0000 2-90.00" 0 0 0 0 0 16.0000.290.00° 0 
0 0 17.0648 /-90.00* 0 0 17.0648.290.00° 0 0 0 
17.3611./90.00° 0 0 39.4478.2-85.19° 10.6886“ 190.47" 0 0 O 11.6841.796.71° 
EN 0 0 0 33.80852 90.00° 16.1657./-78.50° 5.7334 2102.92" 0 0 0 
0 O 17.0648 /9000" 0 5.73347 102.92° 32.2461./-85.67° 9.8522 /96.73° 0 0 
0 0 0 0 O 985222 96.73” 23.4676 83.22° 13.7931.296.73° 0 
0 16.9000.290.00° 0 0 0 0 13.7931 796,73" 35.55642 85.48° 6.0920 2101.24" 
0 0 0 11.6841.296.71" 0 0 0 6.09202101.24* 17.5252/-81.62°| 


图 5.17 例 5.9 的 导 纳 矩阵 


该 系统 的 发 电机 数据 为 





i x'a H 

1 0. 0608 23. 64 
2 0. 1198 6. 40 
3 0. 1813 3.01 


根据 潮流 计算 得 到 的 发 电机 有 功 功 率 、 无 功 功率 、 电 压 模 值 和 电压 相 角 ， 可 
以 计算 出 每 台 发 电机 的 内 电势 和 转子 角 : 
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jx _ (0.7164 + j0. 2685) 
1 "1.0400 20° 


E, 48, = (j0. 0608 ) (0. 6888 — j0. 2582) +1. 0400 20° =1. 0565 22. 2718° 


« _ (1. 6300 + j0. 0669 ) 
2 — 1,0253 29, 2715° 


E, 26, = (j0. 1198) (1.5795 + j0. 1918) +1.0253 29. 2715° =1. 0505 2 19. 7162° 


« _ (0. 8500 -j0. 1080) 
3 1.0254 2.4, 6587° 


E, Lô; = (j0. 1813) (0. 8177 + j0. 1723) +1. 0254 24. 6587° =1.0174 213. 1535° 
下 一 步 是 将 负荷 转换 成 等 效 导 纳 : 


G; +jB; = Oe =0. 8773 - j0. 2924 


= 0. 6888 + j0. 2582 





= 1. 5795 -j0. 1918 





=0. 8177 —j0. 1723 


(1. 00 - j0. 35) 


Cr +ib, => 0162 


=0. 9684 - j0. 3389 


G; +jB, =- =1. 2605 — j0. 5042 


E Sp AIIM ERAR A AY ARIKE o 
现在 按照 前 述 的 步 又 4 和 步骤 5 可 以 计算 出 降 阶 的 导 纳 矩阵 。 故 障 前 的 降 阶 
导 纳 矩阵 为 


0. 8453 —j2. 9881 0.2870 +j1. 5131 0.2095 + jl. 2257 
yere -fult ~ | 0.2870 +j1.5131 0.4199 — j2. 7238 0. 2132 + jl. 0880 
0. 2095 + jl. 2257 0.2132 +j1.0880 0.2769 — j2. 3681 


故障 中 的 降 阶 导 纳 矩阵 可 以 采用 类 似 的 方法 得 到 ， 但 需要 改变 Yi 以 反映 母 
线 8 上 的 故障 。 三 相 金 属性 短路 用 母线 到 地 短路 来 模拟 ， 在 导 纳 矩阵 中 ， 删 除 与 
母线 8 对 应 的 行 与 列 ; 因 母 线 8 与 相 邻 的 母线 之 间 的 输电 线路 现在 是 直接 接地 
了 ， 因 此 ， 它 们 仍然 会 在 原始 导 纳 矩阵 的 对 角 线 上 出 现 。 了 中 对 应 母线 8 的 列 
和 7 中 对 应 母线 8 的 行 必须 被 删除 ;而 矩阵 7 保持 不 变 。 故 障 期 间 的 降 阶 导 
纳 和 矩阵 为 








0. 6567 —j3. 8159 0 0. 0701 + j0. 6306 
ya -on = 0 0 - j5. 4855 0 
0. 0701 + j0. 6306 0 0. 1740 - j2. 7959 


故障 后 的 降 阶 导 纳 矩阵 也 是 采用 类 似 方法 计算 ,但 需要 将 线路 8 -9 在 矩阵 
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Yom PBR FE Yin MERRIE 8 -9 的 操作 如 下 : 
Yn(8, 8) =Yunm(8, 8) + ¥nm (8,9) 


Y mm(8, 9) = Ynn (9 9) + Ym(8,9) 
Yn(8, 9) =0 
Yn(9, 8) =0 


注意 ， 先 要 对 对 角 线 元 素 进行 更 新 ， 然 后 再 对 非 对 角 线 元 素 置 零 。 这 样 可 以 得 到 
故障 后 的 降 阶 导 纳 矩阵 为 
1. 1811 -j2.2285 0.1375 +j0.7265 0. 1909 + j1. 0795 


yrost fault = | O, 1375 +j0. 7265 0.3885 -jl1.9525 0. 1987 + jl. 2294 
0. 1909 +j1.0795 0.1987 + jl1. 2294 0. 2727 - j2. 3423 


到 此 为 止 ,已 准备 好 了 不 同时 间 段 的 降 阶 导 纳 矩阵 ， 在 合适 的 仿真 时 间 代 和 人 到 暂 
态 稳定 方程 中 就 可 以 了 。 
对 和 暂 态 稳定 方程 组 采用 梯形 法 进行 离散 化 ， 可 以 得 到 如 下 的 方程 组 : 





Merete. +E Lo) (n 41) = C 
oi(n+1) =w1(n) + 21h (n+1) +A(n)] (5. 154) 
人 + fo, (n 41) saamea 
oln +1) =02(n) + 21h (n41) +h(n)] (5. 156) 
s(n +1) =83(n) +H o (n+1) -w, +0(n) -0,] (5.157) 
w,(n +1) =03(n) +214 (n 41) +h (n) ] (5. 158) 


式 中 ， 


1 n 
fi(n+1) = pee = EG - E; È E;(Bysinôy (n +1) + G,cos6,(n +1))) 


i n j 

(5.159) 

由 于 暂 态 稳 定 方程 是 非 线性 的 ， 而 梯形 法 是 隐 式 法 ， 上 述 方程 必须 采用 
Newton — Raphson 法 在 每 一 个 时 间 点 进行 迭代 求解 。 迭 代 方 程 为 
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[1-40 #9] 


Trot(n+1) 
wi(n+1) 
(n +1) 


ws (n +1) 


(n +1) 











wk (n+l) 


式 中 ， 


[J] = 


w (n) 
ô (n) h 
@,(n) 


63(n) 





[ô (n) 


Loz (n) 


TO (n+1)t*! -8 (n+1)" 
w(n+1)**! -w (n+1)f 


5,(n+1)**} -6,(n+1)* 


w (n+1)**! -@,(n+1)" 


(n £1)"*! -8 (n +1)" 





[wo(n+l 


amie -—w;(n+1)* 


Twi(n+1) +@,(n) -20, 
JEn 41) +f, (n) 
w5(n +1) +@,(n) -20, 


Sl ttl) ao CH) 


wi (n+1) +@,(n) -20, 





LA (n +1) +f (n) 








af, 


0 0 0 0 1 


0 ð 
o % 9 % 4g 





a5, 


a5, a5, 


(5. 160) 


(5. 161) 


注意 ， 在 求解 离散 化 方程 时 必须 使 用 LU > fife, CE BEE TD a HR HE 
代 计 算 直到 Newton - Raphson 法 收敛 。 故 障 中 和 故障 后 的 降 阶 导 纳 矩 阵 应 在 仿真 








进行 到 合适 的 时 间 点 时 代入 。 转 子 角 和 角 频 率 的 仿真 结 
5.19 所 示 。 从 这 些 图 中 的 曲线 可 以 看 出 ， 系 统 能 够 保持 稳定 ， 





分 别 如 图 5. 18 和 图 
因为 在 仿真 时 间 


数值 积 


2 149 



































段 内 各 曲线 没有 分 离 。 
10 
—6, 
9} =ð 
-ô 
8- 
Jl 
6L 
E s 
AL 
3+ 
al fe 
0 一 0.5 1 15 2 25 
时 间 /s 
图 5.18 例 5.9 中 的 转子 角 响 应 



































时 则 is 


图 5.19 例 5.9 中 的 角 频率 响应 


5.8.2 中 期 稳定 性 分 析 


降 阶 过 程 经 常会 破坏 全 阶 系统 的 自然 物理 结构 和 稀 琉 性 。 利 用 结构 和 稀 琉 性 
来 达到 高 效 数值 计算 的 方法 在 降 阶 系 统 上 表现 很 差 。 即 使 降 阶 ， 系 统 本 身 的 规模 
仍然 很 大 。 在 电力 系统 受到 扰动 后 的 前 几 秒 之 后 ， 由 于 自动 电压 调节 融 、 原 动机 
和 调 速 系统 、 变 压 带 的 带 负载 分 接头 调节 右 的 作用 以 及 茶 些 系统 负 和 从 的 动态 特 





150 电力 系统 分 析 中 的 计算 方法 ( 原 书 第 2 版 ) 





性 ， 采 用 经 典 模型 描述 电力 系统 已 不 再 有 效 了 。 对 于 中 期 稳定 性 分 析 ， 需 要 更 加 
详细 的 模型 以 在 更 广 的 范围 内 获取 系统 的 行为 特性 。 由 于 负 答 的 行为 会 对 系统 稳 
定性 产生 显著 影响 ， EU TAE Wain 这 种 类 型 的 模型 通 
常 被 称 为 “结构 保留 ”模型 ， 因 为 电力 系统 的 物理 和 吉 构 被 保留 TET 包含 负 
荷 母线 后 ， 就 需要 求解 电力 网 络 的 潮流 方程 。 这 一 限制 导致 了 将 描述 潮流 分 布 的 
代数 方程 与 描述 状态 变化 的 微分 方程 联合 起 来 一 起 求解 。 下 面 给 出 一 个 结构 保留 
的 代数 微分 方程 实例 。 


























ToE’ = -E(x 58'a a, + Ep, (5. 162) 
Ty El = -Ey + (x -x Ly, (5. 163) 
6, =w; - 0, (5. 164) 

2H, ji 了 1 $ if 
o, w; =T,,, -E ada, -E gla = (x qi =% a) laly; (5. 165) 
Te Éu, = — (Kp, +Sg (En)) Ej, + Ve, (5. 166) 

Ky 
Tr Re, = -Rr, +p En (5. 167) 
> Ky Kp. 

Vee -Ve + Ka Re, -=p Ep + Ka, Vo Vn) (5. 168) 








; Kypr Try, Kup, pn, 
E Be 27 + To P sy (5. 169) 
CH, 
Ten Pen, — Pon, + Psy, (5.170) 
; 1 @; 
Tsy Psy, = -Ps t+tPce -Ro (5.171) 


0 = Ve!" + Cr: + jay) Ca, +jl,,) ej(61-2) 


= [E'4 + Parka ia +jE' ] ei“ (5. 172) 
0 = Vie: (CI, - jl, e eD - > VV, Y pe) 0:84 Fi) (5.173) 
0 = P; +10; ~ È Vv me (5. 174) 





这 些 方 程 描 述 了 一 不 双 轴 发 电机 模型 、 一 个 简单 的 自动 调 压 器 和 励磁 机 模 
型 、 一 个 简单 的 原 动 机 和 调 速 器 模型 以 及 恒定 功率 负荷 模型 。 列 出 这 组 动态 方程 
的 目的 只 是 为 了 多 从 个 示例 ， 并 不 打算 包含 所 有 可 能 的 描述 。 这 些 方程 的 详细 导出 
过 程 可 见 参考 文献 [42 ] 。 
这 些 方程 可 以 采用 更 一 般 的 形式 来 描述 
x=flx, y) (5.175) 
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0=g(x, y) (5. 176) 
式 中 ， 状 态 向 量 * 包含 了 发 电机 的 动态 状态 变量 ; 向 量 y 一般 情 况 下 是 维 数 比 x 
大 很 多 的 向 量 ， 包 含 所 有 的 网 络 变量 ， 包 括 母 线 电压 模 值 和 相 角 ， 以 及 发 电机 的 
固有 非 动态 状态 量 ， 如 电流 等 。 有 两 种 典型 的 方法 来 求解 上 述 微 分 代数 方程 。 第 
一 种 方法 是 由 Gear 提出 的 同时 求解 法 ; 第 二 种 方法 是 分 别 求解 微分 方程 和 代数 
方程 ， 然 后 在 两 者 之 间 迭 代 。 
考察 基于 梯形 法 将 第 一 种 解法 应 用 于 上 述 代数 微分 方程 : 


x(n +1) =x(n) H+), y(n+1)) +f(x(n), y(n))] (5. 177) 


O=g(x(n+1), y(n+1)) (5. 178) 

上 述 非 线性 方程 组 的 未 知 量 是 组 合 状 态 向 量 [x(n +1)y(n+1)]'， 该 方程 组 只 能 
采用 Newton - Raphson 等 迭代 法 来 求解 . 
h of h of 

he 2 a 2 a 


og 2g | 
Ox oy 














ee ee 
y(n +1)**} ~y(n+1)* 


| 


g(x(n+1)*, y(n41)*) 
(5. 179) 
ERIE, EDP RINT AAR, ASMA SLAY, TA 
Ati FARRER DOR, Ab, h PENITE R REY, BARA 
ict, KY PRB RL NYHEAC LAT Newton - Raphson 法 一 种 。 然 而 需要 注意 的 是 ， 在 
常 微分 方程 组 中 ， 左 手边 的 矩阵 (也 就 是 需要 进行 LU 分 解 的 矩阵 ) 是 能 够 通过 
减 小 步 长 来 变 成 对 角 占 优 的 (所 以 是 良 态 的 ) ， 但 在 微分 代数 方程 组 中 ,左手 


边 的 算 阵 在 某 些 运 行 点 上 可 能 是 病态 的 ， 因 为 张 可 能 是 病态 的 ， 这 会 导致 方程 


求解 非常 困难 。 病 态 情况 可 能 会 在 仿真 电压 骨 溃 时 出 现 ， 此 时 状态 出 现 了 分 贫 。 
分 贫 与 电压 骨 溃 这 一 主题 很 复杂 ， 超 出 了 本 书 的 范围 ; 然而 ， 已 出 版 了 多 种 优秀 
的 文献 [5 中 号 ] ， 对 这 些 现象 进行 详细 的 研究 。 

第 二 种 求解 微分 代数 方程 组 的 方法 是 独立 并 帮 代 地 求解 每 个 子 系统 。 首 先 在 
y(n+1) 保 持 为 常数 的 条 件 下 求解 微分 方程 组 得 到 x(n +1); 然后 将 x(n+1) 作 
为 输入 来 求解 代数 方程 组 得 到 新 的 y(n +1); 然后 再 将 新 的 y(n+1) 值 代 回 到 微 
分 方程 中 ， 重 新 计算 x(n +1)。 重 复 这 个 交 蔡 迭代 过 程 直到 x(n+1) 和 y(n+1) 
收敛 。 然 后 再 计算 下 一 个 时 间 点 。 此 方法 的 优势 是 编程 的 简便 ， 因 为 每 一 个 子 系 
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和 
可 能 会 加 快 计算 进程 ， 尽 管 每 一 步 达到 收敛 需要 更 多 次 迭代 。 


5.9 问题 


1. 在 x =0 附近 确定 一 个 Taylor 级 数 展开 式 (BI McClaurin 级 数 展开 ) 以 求 
解 如 下 方程 : 
x =x x(0) =1 
采用 这 个 近似 式 来 计算 当 x =0. 2 Fil x = 1.2 时 的 x 的 值 。 将 计算 值 与 精确 解 
进行 比较 并 解释 结果 。 
2. 采用 如 下 算法 求解 初 值 问题 
x) = -2x, +2 xı (0) = -4 





Xp => +2t x,(0) =0 


其 中 0<t<5， 积 分 步 长 为 0. 25s, 

(a) 后 退 Euler 法 

(b) 向 前 Euler 法 

(c) 梯形 法 

(d) 四 阶 Runge - Kutta 法 

将 计算 结果 与 如 下 的 精确 解 做 比较 





x(t) = —4cost 
x(t) = —2sint +7 
3. 考察 如 下 的 简单 生态 系统 ， 其 包含 了 拥有 无 限 食物 供应 的 兔子 和 以 兔子 


作为 食物 的 狐狸 。 由 Volterra 提出 的 经 典 的 “捕食 者 - 食 饵 ”数学 模型 可 以 描述 
这 个 生态 系统 。 该 模型 由 一 对 非 线性 的 一 阶 微分 方程 构成 : 

r=ar+Brf r(0) =70 

F=f +f FO) =f 
AH, r =r(it) 是 兔子 的 数量 , f=f(1) 是 狐狸 的 数量 。 当 B=0 时 ， 两 个 种 群 没有 
相互 作用 ， 因 而 兔子 数量 变 多 ， 而 狐狸 由 于 饥饿 而 死 光 。 研 究 当 a = -1, B= 
0.01, ve 0.25, 6= -0.01 时 此 系统 的 行为 。 使 用 梯形 积分 法 ， 并 令 h =0.1, 
T=50， 设 定 初始 条 件 rp =30 £10, A =80 +10。 对 于 每 种 情况 绘制 (1) > AS 
Bec 变化 的 曲线 ; (2) + 与 的 关系 图 。 

4. 考察 如 下 的 线性 多 步 法 公式 : 


Xn41 = QoXn, 十 Q1Xn -1 + A,X, -2 + 3%, -3 +hb _fl%n 41 ’ beat.) 
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(a) 上 述 公 式 的 步 数 是 多 少 ? 
(b) 能 确定 上 述 公 式 所 有 系数 的 最 大 阶 数 是 多 少 ? 
(c) 假定 步 长 h 是 相同 的 ， FERN (b) 中 的 最 大 阶 数 ， 求 上 述 公 式 中 
的 所 有 系数 。 
(d) 上 述 公 式 是 隐 式 的 还 是 显 式 的 ? 
(e) 假定 步 长 h 是 相同 的 ， 求 上 述 公 式 的 局 部 截断 误差 表达 式 。 
(f) 上 述 公 式 是 绝对 稳定 的 吗 ? 
(g) 上 述 公 式 是 刚性 稳定 的 吗 ? 
5. 考察 如 下 初 值 问题 : 
x =100(sin(t) =x), x*(0) =0 





























上 式 的 精确 解 为 
sin(t) -0. O0lcos(t) +0. Ole =! 


a 1. 0001 
&h=0.02s, 使 用 如 下 数值 积分 算法 求解 上 述 初 值 问题 。 对 te [0, 3.0]s 
画 出 数值 解 与 精确 解 的 曲线 ， 对 te [0, 3.01s 画 出 每 一 种 算法 的 全 局 误差 .， 并 
对 计算 结果 进行 讨论 。 
(a) 后 退 Euler 法 
(b) 向 前 Euler 法 
(c) 梯形 法 
(d) 四 阶 Runge - Kutta 法 
(e) 令 步 长 h=0.03s， 重复 (a) ~ (d) 
6. 如 下 的 方程 组 被 称 为 Lorenz 方程 组 
x%=0(y -x) 
y =px -y -xz 
z=xy — Bz 
&o=10, p=28, B=2.67, IAEA K h =0.005s, 采用 梯形 法 画 出 上 述 
方程 在 时 间 段 O<t <10 上 的 响应 曲线 ， 取 Newton - Raphson 法 的 收敛 误差 为 
10 5。 同时 绘制 x -y 的 二 维 关系 图 与 x -y-z 的 三 维 关系 图 。 
(a) 取 [x(0)y(0)z(0)] =[20 20 20]", 
(b) 取 [x(0)y(0)z(0)]7= [21 20 20]7， 解 释 (a) 与 (b) 的 区 别 。 
7. 考察 如 下 的 “刚性 ”方程 组 : 
x, = -2x, +x, +100 wi(0) =0 
x, =10+x, -104x +50 (0) =0 
(a) 确定 向 前 Euler 法 保持 数值 稳定 的 最 大 步 长 Paw。 
(b) 基于 向 前 Euler k, REK h =1/2hu, HEM t >00 时 的 xi (4) 5 x, (1). 
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(c) 取 步 长 h=2h,,,， HE (b) 。 

(d) 采用 后 退 Euler 法 求解 上 述 刚性 方程 ， 并 用 如 下 几 种 步 长 进行 计算 。 

i h =10h na 

ii. h = 100 nax 

iii. A =1000h nax 

iv. h =10000h,,,,. 

(e) 使 用 多 步 算 法 (Gear 法 ) 重新 计算 (d)o 

8. 考察 如 下 形式 的 多 步 法 : 

n42 Kn POM TEn) SALB asi tha) tel 

(a) 证 明 可 以 选择 唯一 参数 a、B 与 y 使 得 算法 阶 数 p=6。 

(b) 讨论 此 多 步 法 的 数值 稳定 性 。 在 哪个 区 域 此 方法 是 绝对 稳定 的 ?在 哪 
个 区 域 此 方法 是 刚性 稳定 的 ? 

9. 一 个 电力 系统 可 以 由 如 下 常 微分 方程 来 描述 . 


6; = w; 一 @, 











Mo, = E; È, E,Yysin(6, =ô; — Pn) 
k=1 
使 用 步 长 h =0.01s 的 梯形 法 ， 确 定 当 切除 时 间 为 4 个 周波 时 该 系统 是 否 


4 
E, =1.0566 22. 2717° 
E, =1.0502 2.19. 7315° 
Es =1. 0170 2.13, 1752° 
P, =0.716 
P, =1. 630 
P, =0. 850 
ALA PN FE : 
故障 前 : 
0. 846 -j2.988 0.287 +j1.513 0.210 +j1. 226 
0.287 +j1.513 0.420 -j2.724 0.213 +j1. 088 
0.210 +j1.226 0.213 +j1.088 0.277 —j2. 368 
故障 中 : 


0. 657 — j3. 816 000 + j0. 000 0.070 +30. 631 

0.000 + j0. 000 0.000 -j5.486 0.000 +j0. 000 

0. 070 + j0. 631 000 +j0.000 0.174 - j2. 796 
故障 后 : 


> 


2> 
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1. 181 —j2.229 0. 138 +j0.726 0.191+jl.079 
0. 138 +j0.726 0.389 -j1.953 0.199 +jl.229 
0. 191 +j1.079 0.199 +j1.229 0.273-j2.342 
10. 一 个 双 摆 系统 如 图 5. 20 HR, MER mi 与 m, BREN r 和 7, 的 无 质量 
细 杆 连接 。 由 角度 0 和 多 描述 的 两 个 质量 块 运动 方程 如 下 : 








- (m; +m,) gr,sinO,; = (m; +m), + mrirO, cos( 0, -6,) 
+ mr, sin( 0, -0,) 
— mgr, sinb, =m,r36, + morirsOicos( 0; -6,) 


— Myr, r 6 sin( 0, -0,) 









图 $. 20“ 双 摆 系 统 


(a) > ay =6), x =Â, x3 =6,, x4 =Â, 证 明 [0; 0; 0; 0] 是 该 系统 的 
平衡 点 。 
(b) 证 明 二 阶 Adams - Bashforth 法 由 下 式 给 出 : 


3 1 
Xn+1 = Xn thf flay, tn) UAC a 


5 a 
ET =e (Th 


(c) 证 明 三 阶 Adams - Bashforth 法 由 下 式 给 出 : 


156 电力 系统 分 析 中 的 计算 方法 (RDB 2 版 ) 





23 16 5 
Xanti = Xn thf Ss ta) faa t,_1) WAC nal) 


H 
ET -2 (r)h4 


(d) 4r,=1, m4 =0.5, g=10, 使 用 有 =0.005 的 二 阶 Adams - Bashforth 
法 ， 对 7Te[0,10] 绘 制 初始 位 置 为 0, = 25° 0, =10。 的 系统 行为 。 分 如 下 3 种 情 
况 进行 计算 . 

i. m= 10, m, = 10, 

i. m; = 10, m = 5, 

iii, mi = 10, m= 1% 

(e) 采用 变 步 长 算法 重复 〈(d) ， 设 局 部 截断 误差 上 边界 为 0. 001 E Bu = 
0. 1Bu。 对 应 每 种 情况 绘制 h-t 的 关系 曲线 并 讨论 结果 。 

(f) 使 用 三 阶 Adams - Bashforth 算法 重复 (d) 与 (e)。 


第 6 章 优化 方法 





任何 优化 方法 的 基本 目标 都 是 ， 寻 找 系统 的 状态 变量 或 参数 的 值 ， 使 系统 的 
某 个 费用 函数 最 小 化 。 费 用 函数 的 类 型 取决 于 系统 并 随 应 用 的 不 同 而 有 很 大 的 变 
化 ， 并 不 一 定 严格 按照 金钱 来 定义 。 工 程 优 化 的 例子 很 多 ， 下 面 列 出 一 些 最 小 化 
问题 ; 

(1) 一 组 测量 数据 与 计算 数据 之 间 的 误差 

(2) 有 功 功率 损耗 

(3) 构成 系统 的 一 组 部 件 的 重量 

(4) 微粒 输出 (排放) 

(5) 系统 能 量 

(6) 实际 运行 点 与 期 望 运行 点 之 间 的 距离 

任何 优化 问题 的 基本 形式 都 可 以 表示 为 最 小 化 一 个 有 明确 定义 的 费用 函数 ， 
该 费用 函数 受到 物理 约束 或 系统 运行 条 件 的 约束 : 

最 小 化 f(x, u)x eR” 

















u e R” (6.1) 

约束 条 件 : 
g(x, u) =0 等 式 约束 (6.2) 
h(x, u) =0 不等式 约束 (6. 3) 











SUP, x 是 系统 的 状态 向 量 , u 是 系统 的 参数 向 量 。 优 化 的 基本 方法 是 找到 一 个 
系统 参数 向 量 ， 将 它 代 入 到 系统 模型 时 ， 产 生 的 系统 状态 向 量 * 会 使 得 费用 函数 
Ax,u) 最 小 化 。 








6.1 最 小 二 乘 状 态 估 计 


在 很 多 物理 系统 中 ， 系 统 的 运行 状态 不 能 通过 已 知 方程 在 已 知 条 
解 直接 确定 。 更 普遍 的 情况 是 ， 系 统 的 运行 状态 是 由 遍布 系统 各 处 的 系统 状态 
的 量 测量 确定 的 。 在 很 多 系统 中 ， 量 测 量 的 数目 多 于 唯一 确定 运行 点 所 要 求 的 量 
测量 数目 。 这 种 宛 余 性 通常 是 有 意 设 计 的 ， 以 抵消 测量 误差 或 由 仪器 故障 造成 的 
数据 缺失 所 造成 的 影响 。 相 反 地 ， 并 非 所 有 状态 量 都 可 以 通过 量 测 获 得 。 高 温 、 
移动 部 件 或 者 不 适合 居住 的 环境 会 使 得 测量 某 些 系统 状态 量变 得 困难 、 和 危险 和 昂 
贵 。 在 这 种 情况 下 ， 缺 失 的 状态 量 必 须 通过 系统 其 他 的 测量 信息 估计 出 来 。 这 个 
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过 程 通常 被 称 为 “状态 估计 ”， 即 从 量 测量 估计 未 知 的 状态 量 。 状 态 估计 在 测量 
数据 存在 不 确定 性 、 宛 余 或 相互 冲突 的 条 件 下 给 出 了 系统 状态 的 “最 优 估计 ”。 
好 的 状态 估计 会 平滑 掉 测量 数据 中 的 随机 小 误差 ， 检 测 并 识别 出 大 的 测量 误差 ， 
并 弥补 缺失 的 测量 数据 。 这 个 过 程 试 图 使 系统 的 真实 运行 状态 (RA) 与 测量 
状态 之 间 的 误差 最 小 化 。 

量 测量 的 集合 可 以 用 一 个 向 量 z KRR, z 的 组 成 包含 系统 状态 的 量 测量 
(如 电压 和 电流 ) 或 系统 状态 函数 的 量 测量 (如 潮流 )。 这 样 

zue = Ay (6.4) 

式 中 , x 是 系统 状态 的 集合 ， 而 4 通常 不 是 方 阵 。 误 差 向 量 是 量 测量 z 和 真 值 之 
间 的 差 : 








e =z -z™ =z—Ax (6.5) 
一 般 地 ， 为 了 消除 量 测量 与 真 值 之 间 误 差 的 符号 的 影响 ， 通 常 要 求 误差 的 平方 取 
最 小 值 。 这 样 ， 状 态 佑 计 器 的 目标 就 是 寻找 误差 平方 的 最 小 值 ， 即 所 谓 的 最 小 二 
乘 优化 法 。 


AME (A? oes 5 Ee y ayx, | (6.6) 
i=l j=l 
误差 平方 用 函数 U(x) 来 表示 ， 有 
U(x) =e" .e=(z—-Ax)'(z—-Ax) (6.7) 
= (2! —*"A™) (z - Ax) (6.8) 
=z"z — z" Ax —xTAlz +x7ATAx (6.9) 








TER, RI z4x 是 一 个 标量 ， 因 此 可 以 改写 为 
z'Ax = (z"Ax) T =x"A"z 
这 样 ， 误 差 平方 函数 可 以 表示 为 
U(x) =z!z —2xTATz + xTATAx (6. 10) 
误差 平方 函数 的 最 小 值 可 以 通过 无 约束 最 优化 求 得 ， 根 据 最 优化 的 条 件 ， 令 该 隐 
数 关 于 状态 变量 % 的 导数 等 于 零 ， 得 到 











ae -0= -2A"z +24"Ax (6.11) 
X 
这 样 有 
ATAx = 4Tz (6. 12 ) 
ES b =4Iz 和 4=4I4， 就 有 
Ax =b (6. 13) 


该 方程 可 以 用 LU 分 解法 求解 。 所 求 得 的 状态 向 量 * 就 是 当前 系统 的 运行 状态 
( 量 测量 2 在 此 运行 状态 下 测 得 ) 的 最 优 佑 计 (误差 平方 意义 上 )。 测 量 误差 可 
以 表达 为 
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e =z™ — Ax (6.14) 
6.1 如 图 6.1 所 示 电 路 的 一 组 量 测量 如 下 : 
EMK 1 2 4.27A 
电流 表 2 z -1.71A 
电压 表 1 z 3. 47V 
电压 表 2 z4 2. 50V 
































O Op RO O 

















图 6.1 例 6.1 的 电路 图 





解 6.1 根据 Kirchoff 电压 定律 和 电流 定律 ， 此 系统 的 电压 方程 和 电流 方程 
可 以 分 别 写 为 
- V, + Riz; +z, =0 
- V, -Rsz +z4 =0 
2,/R, =z; + (z3 -—24)/R, =0 
z4/R4 +z + (z4 -z3 )/R, =0 
上 述 方 程 可 以 写成 矩阵 形式 : 





rR, 0 1 0 
G =R 0 1 fal ro 
Zz 0 LIV 
1 0 & | fo pele H (6. 15) 
R, R; Rs 23 0 oly, 
0 0 
0 1 1 iit 24 
L R; R, R, 


为 了 得 到 量 测量 z 和 状态 量 * 之 间 的 关系 ， 上 述 方程 必须 改写 成 xz= Ax 的 形式 。 
注意 到 如 果 独 立 考 虑 4 的 每 一 列 ， 上 述 方程 可 以 很 容易 用 LU 分 解法 求解 。 这 
样 有 
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rR, 0 1 0 
0 -R 0 1 1 
1 0 让 E) L iaa 
R R) R, 0 
1 1 1 0 
po} TR ORR 
类 似 地 有 
rR, 0 1 0 
0 _R, 0 1 0 
1 oo (t) A Meal 
1 1 1 0 
BE TR O RÝR 
从 而 得 到 
z1] 「0.4593 -0.0593 
z | [0.0593 -0.4593 FV; 
z| [0.3111 0.0889 H 
z, | [0.0889 0.3111 
4.27 
=] 0.4593 0.0593 0.3111 Sd 1.71 
-0.0593 -0.4593 0.0889 0.3111 || 3.47 
2.50 
3. 1615 
e 
而 
ee bee ad 
A=#AS 
0.0009 0.3191 
得 到 
0.3191 0.0009]TV] [3.1615 
pees eee ae en 
解 此 方程 得 到 


V, =9. 8929 
V, =5. 0446 


(6. 16) 


(6. 17) 


(6. 18) 


(6. 19) 
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此 系统 量 测 值 与 估计 值 之 间 的 误差 为 
e =z—Ax 
T 4.27] [0.4593 -0.0593 
-1.71 | |0.0593 -0.4593 |[9. 8929 
3.47 | |0.3111 0.0889 Bd 
2.50] L0.0889 0.3111 
0. 0255 
0. 0205 
z (6. 20) 
-0. 0562 
| -0.0512 


611 加 权 最 小 二 乘 状态 估计 


如 果 所 有 测量 数据 在 最 小 二 乘 估计 中 同等 看 待 ， 那 么 精度 较 差 的 测量 数据 对 
状态 估计 结果 的 影响 与 精度 较 好 的 测量 数据 是 一 样 的 。 这 样 ， 由 于 低 精 度 测量 数 
据 的 影响 ， 最 终 的 估计 结果 可 能 包含 很 大 的 误差 。 通 过 引入 加 权 和 矩阵 以 使 精度 高 
的 测量 数据 比 精度 低 的 测量 数据 具有 更 大 的 权重 ， 可 以 促使 估计 结果 与 精度 高 的 
测量 数据 更 加 吻合 。 这 就 导致 了 所 谓 的 加 权 最 小 二 乘 估计 。 

最 小 化 lel? =e" +e = Dwi [a - Day | (6.21) 
j=l 


i=l 
式 中 ，w; 是 加 权 系 数 ， 反 映 量 测量 z; 的 置信 水 平 。 
例 6.2 假定 已 知 电流 表 在 近期 进行 过 校准 而 电压 表 没 有 ， 从 而 认为 电流 量 
测量 的 置信 水 平 高 于 电压 量 测量 。 使 用 如 下 的 加 权 和 矩阵 ， 求 解 节点 电压 V 
All V> « 




















100 0 0 0 
0 100 0 0 
0 0 50 0 
0 0 0 50 

解 6.2 引入 加 权 和 矩阵 后 ， 新 的 最 小 化 问题 为 





ATWAx =A" We (6. 22) 
FER ATWA thx BROAD a EE, A SAT DAU A oH SE 
估计 值 为 
A 医治 
= (6. 23) 
v, | 15.0263 


而 误差 向 量 为 
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0.0141 


0. 0108 
e = (6. 24) 
-0.0616 


0. 0549 


注意 ， 对 电流 量 测 量 增 加 的 置信 水 平 减 小 了 对 电流 的 估计 误差 ， 但 电压 的 估 
计 误 差 几 乎 不 变 。 

例 6.2 说 明了 置信 权重 对 估计 精度 的 影响 。 所 有 测量 仪表 都 会 给 测量 值 带 来 
一 定 的 误差 ,问题 是 如 何 量化 这 些 误差 并 在 估计 过 程 中 考虑 它们 的 作用 。 一 般 
地 ， 可 以 假设 误差 服从 均值 为 零 的 正 态 〈 高 斯 ) 分布， 并且 量 测量 之 间 相 互 独 
立 。 这 意味 着 测量 误差 大 于 真 值 的 概率 与 小 于 真 值 的 概率 相等 。 均 值 为 零 的 正 态 
分 布 有 几 个 性 质 : 记 o 为 标准 差 ， 则 所 有 量 测 量 中 有 68% 会 落 在 期 望 值 0 (已 
假设 了 均值 为 零 的 正 态 分布 ) 的 +o 区 间 内 ; 更 进一步 ， 所 有 量 测量 中 有 95% 
会 落 在 期 望 值 0 的 + 上 2c 区 间 内 以 及 99% 会 落 在 期 望 值 0 的 +3c 区 间 内 。 量 测量 
分 布 的 方差 等 于 o?， 这 意味 着 若 量 测量 的 方差 相对 较 小 ， 那 么 大 多 数 的 量 测量 
将 接近 于 均值 。 上 述 性 质 的 一 种 解释 是 ， 测 量 越 精确 导致 的 方差 越 小 。 

这 种 精度 与 方差 之 间 的 关系 直接 引出 了 构造 加 权 和 矩阵 的 一 种 方法 。 考 察 误差 
平方 矩阵 ， 可 以 表示 为 












































| 
eg 
T 
ese =|es |e e eg. … en] (6. 25) 
Len 
ey €22 6163 el6m 
Ezer E7 €223 €2 Em (6. 26) 
eee 2 
[Lemel eme2 Eme3 em 


式 中 ， 每 个 表示 第 个 量 测量 的 误差 。 每 个 误差 乘积 的 期 望 值 即 均值 用 到 + | 
表示 。 第 ;个 对 角 线 元 素 的 期 望 值 就 是 第 ;个 量 测量 误 差分 布 的 方差 w; 。 各 非 对 
角 元 素 的 期 望 值 ， 即 协 方差 ， 等 于 零 ， 因 为 假定 了 各 量 测量 之 间 是 相互 独立 的 。 
因此 ， 误 差 平方 矩阵 的 期 望 值 (也 称 为 协 方差 矩阵 ) 是 
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| Ele] 下 [elez] ~ El ejen] 
2 eee e,e 
re Flere | Fle] El 2¢n (6.27) 
[Elene J Elene] + Elen] 
lo? 0 0 
0 «5 0 
= . (6. 28) 
| 0 0 o, 
=R (6.29) 


对 于 从 特定 仪表 采集 的 数据 ， 方 差 越 小 〈 即 这 组 数据 一 致 性 较 好 ) ， 该 组 数 
据 的 置信 水 平 越 高 。 具 有 和 较 高 置信 水 平 的 一 组 数据 应 比 具 有 较 大 方差 ( 即 置信 
水 平 低 ) 的 一 组 数据 有 更 高 的 权重 。 因 此 ， 一 个 合理 的 能 反映 每 个 数据 置信 水 
平 的 加 权 和 矩阵 可 以 构造 成 协 方差 矩阵 的 逆 和 矩阵 Wi RO! RE, 来自 于 具有 较 高 
一 致 性 (方差 小 ) 仪表 的 量 测量 就 比 来 自 于 具有 和 较 低 一 致 性 (方差 大 ) 仪表 的 
量 测 量 有 更 大 的 权重 。 因 此 ,一 种 可 能 的 加 权 和 矩 阵 可 表示 为 








1 
— 0 ... 0 
of 
1 
7 0 二 … 0 
WW=R-!= 03 (6. 30) 
1 
0 0 
on 





6.1.2 坏 数 据 的 检测 


在 一 组 量 测量 中 经 常会 包含 一 个 或 多 个 来 自 于 故障 仪表 或 精度 很 差 仪 表 的 量 
测量 。 遥 测 数据 会 存在 由 测量 和 通信 引起 的 误差 。 这 些 “ 坏 ”数据 通常 会 落 在 
量 测量 的 标准 偏差 之 外 ， 并 会 影响 状态 估计 过 程 的 可 靠 性 。 在 严重 情况 下 ， 坏 数 
据 会 导致 完全 不 准确 的 结果 。 由 于 “ 涂 污 效应 ”， 坏 数据 会 导致 估计 精度 的 恶 
化 ， 因 为 坏 数 据 会 将 估计 值 拖 离 真 值 。 因 此 ， 期 望 开发 一 种 对 数据 “好 坏 ” 进 
行 度量 的 方法 ， 从 而 使 状态 估计 只 基于 好 的 数据 进行 。 如 果 所 用 的 数据 导致 一 个 
好 的 状态 估计 ， 那 么 测量 值 与 计算 值 之 间 的 误差 在 某 种 意义 上 会 很 小 。 如 果 这 个 
误差 很 大 ， 那 么 所 用 数据 中 必然 包含 至 少 一 个 坏 数据 。 值 得 采用 的 一 个 误差 是 估 
计 的 测量 误差 e， 这 个 误差 是 真实 测量 值 z 与 估计 测量 值 z 之 间 的 差 。 回 顾 一 下 
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式 (6.14) 中 的 误差 向 量 e =z -Ax， 因 此 ,估计 的 测量 误差 可 以 表达 为 


e=z-z (6.31) 
=z-Ax (6. 32) 
=z-A (ATWA) ~'A™Wz (6. 33) 
=(1-A(A™WA) -1ATW)z (6. 34) 
= (1-A(A™WA) “!A™W) (e + Ax) (6. 35) 
= (1-A(A™WA) “!A™W)e+A(1-(A™WA) -1ATWA)x (6. 36) 
=(1-A(A'WA) -!ATW)e (6. 37) 
这 样 ，e 的 方差 可 以 表达 为 
ee! =(z-z)(z-z)" (6. 38) 


=[1-A(A™WA) ~!A™W]ee™[ 1 -WA(ATWA) -LT] (6.39) 
ee 的 期 望 值 即 均值 可 以 表达 为 
FE[eer] =[1-A(A™WA) ~!ATW]E[ ee" ][1-WA(A™WA) -147] (6. 40) 
回顾 一 下 Ele + e] EADAE R=We!, BJE—*S XT AAS, Alte 
E[ee™] =[1-A(A™WA) ~!ATW][1-A(ATWA) -1ATW]R (6.41) 
和 矩阵 
[1-A(A'WA) -iA WI] 
BA MER SAVER, EES RSE, SEE OM 具有 如 下 性 质 ; 
M =M, WEKE M 自 乘 多 少 次 ， 结 果 仍 然 是 M。 这 样 ， 
E[ee™] =[1-A(A'WA) ~'!ATW][1-A(A™WA) -1ATWIR (6. 42) 





= [Z-A (A™WA)~'A™W] R (6. 43) 
R-A(A™WA) -1AT (6. 44) 
= R' (6. 45) 











为 了 判断 估计 值 与 测量 值 之 间 是 否 有 显著 的 差别 ， 一 个 有 用 的 统计 测度 是 
x (chi 77) 不 等 式 检验 。 这 个 测度 基于 x 概率 分 布 ， 其 形状 随 自由 度 左 的 不 同 
而 不 同 ， 而 自由 度 夺 等 于 量 测量 的 数目 与 状态 量 的 数目 之 差 。 通 过 比较 误差 的 加 
权 和 与 特定 自由 度 和 显著 性 水 平 下 的 好 值 ， 可 以 判定 误差 是 否 超过 了 由 随机 误 
差 决 定 的 边界 。 显 著 性 水 平 表示 量 测量 出 现 错误 的 概率 值 。 显 著 性 水 平 为 0. 05 
表示 出 现 坏 数据 的 可 能 性 为 5% ， 或 者 反 过 来 说 是 好 数据 的 置信 水 平 为 95% 。 例 
如 ， 当 =2 和 显著 性 水 平 a =0. 05 时 ， 如 果 误 差 的 加 权 和 不 超过 x 值 5. 99， 那 
么 就 有 95% 的 信心 确认 此 组 测量 数据 是 好 数据 ; 否则 ， 此 组 数据 中 至 少 含有 一 
个 坏 数据 ， 不 能 被 采纳 。 虽 然 好 检验 用 于 确定 坏 数 据 是 否 存 在 是 有 效 的 ， 但 它 
不 能 对 坏 数 据 进 行 定 位 。 对 坏 数据 进行 定位 依然 是 一 个 需要 研究 的 主题 。 
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x? 值 
k 0.10 0.05 0.01 0.001 
1 2.71 3.84 6.64 10.83 
2 4.61 5.99 9,21 13.82 
3 6.25 7.82 11.35 16.27 
4 7.78 9.49 13.23 18.47 
5 9.24 11.07 15.09 20.52 
6 | 10.65 12.59 16.81 22.46 
7 |1202 14.07 18.48 24.32 
8 | 13.36 15.51 20.09 26.13 
9 | 14.68 16.92 21.67 27.88 
10 | 15.99 18.31 23.21 29.59 
11 | 17.28 19.68 24.73 31.26 
12 | 18.55 21.03 26.22 32.91 
13 | 19.81 22.36 27.69 34.53 
14 | 21.06 23.69 29.14 36.12 
15 | 22.31 25.00 30.68 37.70 
16 | 23.54 26.30 32.00 39.25 
17 | 24.77 27.59 33.41 40.79 
18 | 25.99 28.87 34.81 42.31 
19 | 27.20 30.14 36.19 43.82 
20 | 28.41 31.41 37.67 45.32 
21 | 29.62 32.67 38.93 46.80 
22 | 30.81 33.92 40.29 48.27 
23 | 32.00 35.17 41.64 49.73 
24 | 33.20 36.42 42.98 51.18 
25 | 34.38 37.65 44.31 52.62 
26 | 35.56 38.89 45.64 54.05 
27 | 36.74 40.11 46.96 55.48 
28 | 37.92 41.34 48.28 56.89 
29 | 39.09 42.56 49.59 58.30 
30 | 40.26 43.77 50.89 59.70 
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用 于 检测 是 和 否 存在 坏 数据 的 过 程 如 下 : 


坏 数据 检测 步骤 
1. 使 用 z 佑 计 % 
2. 计算 误差 
e=z—Ax 
3. 计算 误差 的 平方 加 权 和 
m 2 
f= Did 


i=l 
4. Xf k=m-n MRE NMR a, FSX WREBGERE;, AWM, BL 
存在 一 个 坏 数 据 。 
例 6.3 fF x? 不 等 式 检 验 ， 设 定 a =0.01， 检 查 例 6. 1 的 测量 数据 中 是 否 
存在 坏 数据 。 
解 6.3 例 6.1 中 的 状态 量 个 数 是 2， 量 测量 个 数 是 4， 因 此 =4 -2 =2, 




















误差 平方 的 加 权 和 为 
m=4 1 
ae ae 


= 100(0. 0141)? + 100(0. 0108)? + 50( - 0.0616)? + 50(0. 0549) 
= 0. 3720 
WAX? 值 表 可 以 查 到 ， 对 应 本 例子 的 x? 值 为 9. 21。 最 小 二 乘 平 方 误 差 小 于 好 
值 ， 因 此 ， 有 99% 的 置信 水 平 认 为 量 测量 是 好 的 。 


6.1.3， 非 线性 最 小 二 乘 状 态 估计 


与 线性 最 小 二 乘 佑 计 相 似 ， 非 线性 最 小 二 乘 估计 的 目标 是 使 一 组 已 知 的 量 测 
量 与 一 组 加 权 非 线性 函数 之 间 的 误差 平方 最 小 化 : 





最 小 化 f = Jel? = e+e = $, Sle - hla) P (6. 46) 


i=l 
IP, xe R" 是 需要 估计 的 未 知 状态 向 量 ，z e R" 是 量 测量 向 量 ，o? 是 第 ;个 量 测 
量 的 方差 h(x) 是 描述 x 与 z 之 间 关 系 的 函数 向 量 。 而 量 测量 癌 量 z 可 以 是 一 组 
有 具有 地 理 分 布 特性 的 量 测量 ， 如 电压 和 潮流 等 。 
在 状态 估计 中 ， 非 线性 方程 中 的 未 知 量 是 系统 的 状态 变量 。 通 过 设置 误差 函 
数 的 导数 为 零 ， 可 以 求 得 使 误差 最 小 的 状态 量 的 值 。 
F(x) =HIR-![z-h(x)] =0 (6.47) 



































式 中 ， 
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[ dh, oh dh, 
OX, OX, Ox, 
ðh, dh, ðh, 
H, =] 0x, ax. ðr, (6. 48) 
oh,, Oh, oh, 
Ox, OX, C Ox, 


RR 是 量 测量 的 方差 矩阵 。 注 意 ， 式 (6.47) 是 一 组 非 线性 方程 ， 必 须 通过 New- 
ton — Raphson 法 或 其 他 迭代 算法 求解 。 这 种 情况 下 ，F(x) 的 Jacobi 和 矩阵 为 
Jr(z) = HE (x) RE [2 h(x) J (6. 49) 
= -H'(x)R-'H,(«) (6. 50) 
而 Newton - Raphson EFEN 
[GR a) la -x"] =H; (x*)R'[z-h(x*)] (6.51) 
此 方程 可 以 通过 LU 分 解法 求解 。 收 敛 时 ，x**! 就 是 使 式 (6.46) 误差 函数 了 最 
小 化 的 一 组 状态 变量 的 值 。 坏 数据 的 检测 过 程 与 线性 状态 估计 时 相同 。 


6.2 线性 规划 





线性 规划 是 最 成 功 的 优化 型 式 之 一 。 当 问题 可 以 被 表示 为 线性 目标 〈 即 费 
H) 函数 在 线性 等 式 或 线性 不 等 式 约束 下 的 最 大 化 〈 或 最 小 化 ) 问题 时 ， 就 可 
以 使 用 线性 规划 求解 。 一 般 化 的 线性 规划 问题 能 被 表示 为 





最 小 化 f(x) =c'x (6. 52) 
约束 条 件 Ax <b (6. 53) 
x20 (6. 54) 


注意 ， 只 要 通过 如 下 几 种 变换 中 的 一 种 ， 几 乎 所 有 的 线性 优化 问题 都 可 以 被 表示 
为 上 述 形式 : 

1. 最 大 化 "x 与 最 小 化 - crx 等 价 。 

2. 形 如 a'x=B 的 约束 与 -a'x -B 等 价 。 

3. 形 如 a"x =B 的 约束 与 ax <B Al -a'x< -B 等 价 。 

4. 如 果 一 个 问题 不 要 求 x; 是 非 负 的 ， 那 么 x; 可 以 被 两 个 变量 之 差 x =u; - 
v FR, Hu, Mo, 是 非 负 的 。 

任何 用 (A, b, c) 表达 的 线性 规划 问题 ， 都 存在 一 个 等 价 问题 ， 即 对 偶 问 
题 ( -A'，-c，-5)， 如 果 一 个 线性 规划 问题 以 及 它 的 对 偶 问 题 都 存在 可 行 解 
( 即 满足 Ax<b, x0, 或 者 满足 对 侦 问 题 -A'y< -c, y=0)， 那 么 ， 两 个 问题 
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都 有 解 ， 且 一 个 问题 的 解 是 另 一 个 问题 解 的 负数 。 
6.2.1 单纯 形 法 


求解 线性 规划 问题 的 最 常用 方法 之 一 是 著名 的 单纯 形 法 。 单 纯 形 法 是 一 种 迭 
代 方 法 ， 它 将 向 量 % 从 一 个 可 行 基本 向 量 移 至 另 一 个 ， 移 动 方向 总 是 朝 着 f(x) 
减 小 的 方向 。 经 过 一 定 步 数 的 迭代 后 ， 它 能 给 出 精确 解 ， 迭 代步 数 通常 大 大 小 于 
组 合 数 (n ~ m ) ， 一 般 至 多 需要 2m ~ 3m KEI OXE m 是 等 式 约束 的 个 
数 )1"。 然 而 ， 单 纯 形 法 在 最 坏 情况 下 的 复杂 度 是 指数 式 增长 的 ， 这 可 以 通过 精 
心 构造 的 案例 展示 出 来 。 

在 运用 单纯 形 法 的 过 程 中 ， 通 常 将 问题 表示 成 表格 的 形式 ， 此 表格 在 后 续 步 
中 按照 给 定 的 规则 修改 。 单 纯 形 法 的 每 一 步 都 从 一 个 表格 开始 。 表 格 的 第 一 行 包 
BAS A byes f(x) AY A. f(x) 的 当前 值 显 示 在 表格 的 右上 方 。 表 格 中 
接 下 来 的 m 行 表示 等 式 约束 ， 最 后 一 行 包含 当前 的 向 量 x。 表 格 中 与 等 式 约束 相 
关 的 行 可 以 通过 基本 行 变换 进行 改变 ， 而 不 会 对 解 产 生 影响 。 

表格 必须 满足 的 规则 有 : 

1. 向 量 x 必须 满足 等 式 约束 Ax =b。 

2. 向 量 x 必须 满足 不 等 式 r20, 

3. x 中 有 个 元 素 是 零 元 (指定 为 非 基 变量 ) ， 剩 余 的 灰 个 元 素 通常 为 非 零 
元 ， 并 指定 为 基 变量 。 

4. 在 定义 约束 的 矩阵 中 ， 一 个 基 变 量 只 能 出 现在 一 行 中 。 

5. Apnea f(x) 只 能 由 非 基 变量 表达 。 

6. 为 得 到 初始 解 ， 需 在 一 个 或 多 个 约束 中 加 入 人 工 变量 。 

单纯 形 算 法 可 以 总 结 如 下 : 

单纯 形 算法 

1. 耕 /(x) 的 所 有 系数 ( 即 表 格 的 第 一 行 ) 均 大 于 或 等 于 零 ， 那 么 当前 的 向 
量 x 即 为 所 求 的 解 。 

2. 在 非 基 变量 中 挑选 其 系数 在 f(x) 中 负 的 最 大 的 ， 将 此 变量 设置 为 新 的 基 
变量 x; 0 

3. 对 于 每 一 行 i;， 用 新 的 基 变 量 的 系数 (a;) 去 除 该 行 的 5;。 新 的 基 变 量 的 
取 值 是 这 些 比 例 中 的 最 小 值 (例如 ， 第 直行 的 比例 最 小 ， 则 取 第 开行 的 比例 为 x; 
的 值 ， xj =b,/a,;) o 

4. 使 用 主 元 ay 通 过 Gauss 消 元 法 将 第 j 列 消去 。 返 回 步骤 1。 

式 (6.53) 中 的 所 有 不 等 式 放 在 一 起 就 形成 一 个 相交 的 超 平面 。 可 行 域 在 
这 个 n 维 多 面 体 的 内 部 ， 而 f(x) 的 最 小 值 一 定 在 这 个 多 面体 的 顶点 上 。 单 纯 形 















































第 6 章 优化 方法 169 








法 通过 沿 着 此 多 面体 最 陡峭 的 边界 移动 ， 
有 规律 地 搜索 这 些 顶 点 ， 直 到 获得 x”， 如 
图 6.2 所 示 。 
例 6.4 最 小 化 
f(x): -6x, —14x, 




















约束 条 件 为 
2x1 +x% S12 
2x; +3x%, S15 
xı + 7% S21 
x, 20, x, 20 图 6.2 单纯 形 法 搜索 的 例子 
解 6.4 BARER o, afars, iE 
问题 变 为 
最 小 化 
f(x): -6%, — 14x, +0x3 +0x, +Oxs 
约束 条 件 为 
2x, + X + %3 =12 
2x, + 34a + Xa =15 
xy + 7% +x5=21 
x, 20, x, 20, x,20, «420, x; 20 
构造 求解 的 表格 : 
-6-140 0 0/0 
2 1 1 0 012 
2 3 0 1 =O} 15 
1 7 0 0 1 }21 
0 0 12 15 21 











起 始 向 量 是 x=[0 0 12 15 21]7。Ax) 的 当前 值 显示 在 表格 的 右上 角 。 下 
一 步 ， 将 检查 函数 f(x) 以 确定 哪个 变量 会 导致 f(x%) 的 值 有 最 大 的 下 降 。 由 于 - 
14 HE -6 绝对 值 大 ，x, 的 单位 增 量 引 起 的 f(x) 值 的 下 降 比 x 的 单位 增 量 大 。 
此 , 保持 x 为 0 不 变 ， 而 让 x, 尽 可 能 地 增 大 ( 即 横 跨 多 面体 的 一 条 边 到 下 一 个 
顶点 ) 。 为 了 确定 x, 的 新 值 ， 考 虑 如 下 的 约束 条 件 : 

0<x3 =12 — x, 

O<x, =15 -3x, 

0<xs =21 -7x, 
根据 此 约束 条 件 ， 可 以 得 到 x, 的 可 能 值 为 x, <12, x) <5, x <3, BMWA 
fe x, <3, Ale, x 可 以 增 大 到 3， 这 样 有 
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x3 =12 -x, =9 
x4 =15 -3x, =6 
Ws =21 —7x, =0 
从 而 产生 一 个 新 的 向 量 x=[0 3 9 6 0]7 和 x) = -42。 
新 的 基 变 量 (GEF) 是 x,、x3 和 xs， 因 此 f(x) 必须 用 x 和 wx; 来 表达 。 
变量 替换 ， 
(21 -2%5 ) 
Xx. =—> 
有 
(ieee 
为 了 满足 一 个 基 变 量 只 能 出 现在 一 行 中 的 规则 ， 采 用 Gauss 消去 法 从 每 一 行 
(有 一 行 除外 ) 中 消去 *> ， 采 用 的 主 元 按 前 面 所 述 的 算法 第 3 步 确 定 。 
Gauss 消去 后 的 新 的 表格 为 


= — 6x; +2x, 一 42 








13 
7 
11 
7 
1 


7 0 0 1 21 








0 3 9 6 0 


计算 步骤 重新 开始 。xs 增 大 时 (x) 将 会 增 大 ， 因 此 ，xwi 被 选 作 基 变量 。 
此 ,保持 xs 为 0 不 变 ， 而 让 x1 尽 可 能 地 增 大 。 新 的 约束 条 件 为 


0<x3 =9 - Pay, 





11 
Sx 


7 
maw =21 =% 


0<x4 =6- 
42 
即 sae y 1S7, x% $21 厉 的 约束 是 x Se, 


13? 11? 
Ha. oA. BAMAR [各 27 21 0 0] ,而 Kw) 要 用 


11 11 
x4 和 ws 来 表达 : 





因此 ,设置 x We, 然后 


7 
Xi = -x4 ) 


f(x) = -6x, +2xs -42 


ee 十 2% a 
114 5 11 
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由 于 f(x) 的 所 有 系数 都 是 正 的 ， 意 味 着 x 和 xs 的 任何 增 大 都 会 使 J(%) 增 大 ， 
此 单纯 形 法 结束 。 这 表示 当前 的 向 量 x 就 是 问题 的 解 ， 且 f(x) 的 最 终 值 是 


42 27) 630 
At. iT = - 11 ° 
6.2.2 内 点 法 


求解 线性 规划 问题 的 另 一 种 方法 是 内 点 法 (也 称 为 Karmarkar 法 ) ， 其 复杂 
度 不 管 是 在 平均 情况 下 还 是 在 最 坏 情 况 下 都 是 多 项 式 级 的 。 单 纯 形 法 存在 潜在 的 
最 坏 情况 ， 其 复杂 度 是 指数 级 的 ， 这 种 最 坏 情况 发 生 在 到 达 最 优 解 前 经 过 了 可 行 
域 的 每 一 个 顶点 。 因 此 ， 内 点 法 在 过 去 的 几 十 年 中 得 到 了 相当 的 重视 。 内 点 法 构 
造 一 系列 严格 可 行 点 (即位 于 多 面体 的 内 部 而 不 在 其 边界 上 ) ， 最 终 收敛 到 问题 
的 解 。 
内 点 法 构造 一 系列 可 行 点 和 ， 
xl, e, 它们 必须 满足 Ax! = bo 
为 x? 满足 Ax® =， 且 下 一 个 点 必定 
满足 Ax’ =5， 因 此 两 个 点 之 差 必然 
满足 AAx =0。 换 句 话 说 ， 每 一 步 都 
必须 在 A 的 零 空 间 中 ， 即 4 的 零 空 
间 就 是 可 行 域 。 将 -c 投影 到 零 空 
间 ， 就 给 出 了 最 快 变 化 的 方向 。 然 
i, WES x* 很 靠近 边界 ( 例 
如 图 6.3 中 的 x*)， 那 么 改进 的 量 就 图 6.3 可 行 域内 两 个 不 同 点 的 比较 
很 小 。 相 反 地 ， 如 果 目 前 的 迭代 点 
很 靠近 中 心 (例如 图 6. 3 中 的 x*)， 改 进 的 量 就 很 大 。 内 点 法 的 一 个 关键 特性 是 
采用 变换 的 方法 使 当前 的 可 行 点 移动 到 可 行 域 的 中 心 。 然 后 计算 新 的 方向 并 将 内 
点 变换 回 原始 空间 。 
这 个 变化 的 方向 被 称 为 投影 梯度 方向 ， 即 p*， 而 可 行 点 更 新 为 
xttl = gk + ap" (6. 55) 
AF, a> 0 是 步 长 。 因 为 可 行 点 必须 在 4 的 零 空 间 内 ， 每 个 六 必须 与 4 的 行 正 
Eo REE 己 的 表达 式 为 
P=1-A'(AAT) -1A (6. 56) 
投影 矩阵 己 将 任意 向 量变 换 为 Py=p， 而 p 将 位 于 4 的 零 空间 中 ， 因 为 4P 
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因为 将 -c 投影 到 零 空 间 给 出 了 最 快 变化 的 方向 ， 而 为 了 保证 在 可 行 域内 ， 
新 的 迭代 必须 满足 p* = - Pc。 为 使 迭代 点 留 在 可 行 域 的 内 部 ， 在 每 步 选 择 步 长 a 
时 应 保证 非 负 约束 得 到 满足 。 为 保证 更 新 后 的 迭代 点 留 在 可 行 域 的 内 部 ， 选 择 步 
长 a 小 于 到 达 边 界 的 全 长 ,通常 取 0.5<a<0. 98, 

最 后 要 说 明 的 是 将 迭代 点 移动 到 可 行 域 中 心 的 变换 。 这 是 通过 比例 缩放 来 完 
成 的 ， 其 目标 是 使 迭代 点 在 变换 后 的 可 行 域 中 离 约 束 边界 等 距离 。 因 此 进行 缩放 
Ja, x" =e, 其 中 e=[1 1 … 1]', © D=diag(x*) WHAM, D 的 对 角 元 
素 为 目前 迭代 点 x* 的 元 素 。 这 可 以 通过 令 x =Dx，x* =e 来 实现 。 需 求解 的 新 问 











最 小 化 cx =z (6.57) 
约束 条 件 Ax <b (6. 58) 
«20 (6. 59) 

sth, c=De, 4 =4D。 缩 放 后 ， 投 影 矩 阵 变 为 
P=I-A™(AA™) -14 (6. 60) 

EE, Sk UE ARI, RR x* 被 缩放 为 x** =e， 而 更 新 方程 变 为 

xttl =e-aPec (6. 61) 

随后 ， 将 更 新 后 的 迭代 点 重新 变换 回 原始 空间 
get Dyke (6. 62) 


一 过 程 不 断 重 复 直 至 ‖ kt! -x* <。 这 一 过 程 经 常 被 称 为 原始 仿 射 内 点 

ELS! 。 此 方法 的 步骤 可 以 总 结 如 下 : 
原始 仿 射 内 点 法 

. 今 1 =0。 
. & D =diag(x*) 。 
. 计算 4=4D, c=De, 
. 根据 式 (6.60) 计算 P。 
T 4 p = Pe, 
令 9= -minipy。 参数 0 用 于 确定 不 超出 可 行 域 的 最 大 步 长 。 
7. 计算 tt! =e +7 4 


8. 计算 xt) = Det, 

9. Æ fat! at | <e， 则 结束 计算 。 和 否则 令 大 = 让 +1， 返 回 第 2 步 。 
例 6.5 用 原始 仿 射 内 点 法 重新 求解 例 6. 4。 

解 6. 5 为 方便 起 见 将 问题 重新 描述 如 下 (包含 了 松弛 变量 ) : 


Gone 
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最 小 化 
f(x): - 6%, 一 14x +Ox3 +0x, +0x; =z 
约束 条 件 为 
2x, + MX? + X3 =12 
2x, + 34a + Xa =15 
X1 + 7% +z; =21 


x, 20, x, 20, x, =>0, «,20, x; 20 
一 个 可 行 的 初始 点 为 
x?=[1 1 9 10 13] 
mj 2° =c'x® = -20。 
第 1 个 比例 缩放 矩阵 为 








2110 0 1 2 1 
A=AD=|}2 3 0 1 0 9 =|2 3 
170 0 1 10 1 7 
L 13 
1 -6 -6 
1 -14 -14 
c=Dce= 9 0 l= 0 
10 0 0 
13 0 0 
投影 矩阵 PH 
P=1-A'(AAT) -14 
1 2 2) J 
1 1 3 7 219 0 0 
= 1 -|9 0 0 2 3 0 10 0 
1 0 10 O 17 0 0 13 
1 0 0 13 


O O O e.e N 


10 


D OoN = 
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219 0 0 
2 3 0 10 0 
1 7 0 0 13 


0.9226 -0.0836 -0.1957 -0.1595 -0. 0260 
— 0. 0836 0.7258 -0.0621 -0.2010 -0. 3844 
=| -0.1957 -0.0621 0. 0504 0. 0578 0. 0485 
=0.1595 =0. 2010 0. 0578 0. 0922 0. 1205 
| -0.0260 -0.3844 0. 0485 0. 1205 0. 2090 


投影 梯度 为 





0.9226 -0.0836 -0.1957 0.1595 -0.0260T -6 
-0.0836 0.7258 -0.0621 -0.2010 -0.3844 || -14 
pł = -Pe= -| -0.1957 -0.0621 0.0504 0.0578 0.0485 0 
-0.1595 -0.2010 0.0578 0.0922 0.1205 0 
-0.0260 -0.3844 0.0485 0.1205 0.2090 0 
4. 3657 
9. 6600 
=| -2. 0435 
-3.7711 
-5. 5373 
计算 9= -minp? =5.5373。 改 变 比 例 后 的 当前 迭代 点 为 ** =D =e, 用 
a =0.9 在 改变 比例 后 的 空间 中 移动 到 xl : 
1 1. 7096 
2. 5701 
+ap° =| 0. 6679 
0. 3871 
0. 1000 








将 此 点 变换 回 原始 空间 : 
1. 7096 
2. 5701 
x! =D x" =| 6.0108 
3. 8707 
1. 3000 
得 到 更 新 后 的 费用 函数 为 cIx1 = -46. 2383, 
再 进行 一 次 迭代 得 到 〈 略 去 相关 说 明 ) 





3.4191 
3.4191 
1. 7096 


7.7102 
17. 9904 


-10 
-35. 


0. 5688 
. 0584 
. 2986 
. 3861 
0. 0606 


p! 一 2. 





更 新 后 的 费用 函数 是 ctx! = -55. 8892, 
这 个 过 程 不 断 继续 直到 | ht! -x* |] ce, 





3. 
2, 
xX =] 1, 
0. 
0. 


2.5701 6. 


-0 


. 3370 | 
6914] 


3871 
.4381 | 
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0108 0 
0 3.8707 
0 0 
. 2574 


. 2986 
. 0285 
. 1577 
. 2070 
. 0017 
. 7321 
. 2004 
0373 
. 8975 
. 1345 


— 0. 3861 
0. 0295 
0. 2070 
0. 2822 
0. 0991 


. 1592] 
. 9378 
.3672 


1000 


4101 
2072 





此 时 问题 的 解 为 
8182 
4545 
9091 
0000 
0000 


0 
0 


1. 3000 


0. 0606 
— 0. 0766 
一 0. 0017 

0. 0991 

0. 9803 
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更 新 后 的 费用 函数 是 cTx* = -57. 2727 ， 两 者 都 与 单纯 形 法 的 结果 一 致 。 
6.3 非 线 性 规划 


连续 非 线性 优化 问题 的 典型 形式 为 


最 小 化 f(x) xeR” (6. 63 ) 
约束 条 件 为 
ci(x) =0, ie € (6. 64) 
h(x) 20,ie (6. 65) 


式 中 ,，[c(x) A(x) ] 是 非 线 性 约束 函数 的 m 维 向 量 ,， 而 入 是 不 相交 的 指标 
集 。 函 数 A(x) 有 时 又 被 称 为 “费用 ”也 数 。 本 书 自 始 至 终 假 定 /、 cA h 都 是 二 
阶 连续 可 微 的 。 满 足 式 (6.64) 和 式 (6.65) 约束 条 件 的 任何 点 * 称 为 可 行 点 ， 
而 所 有 这 些 点 的 集合 称 为 可 行 域 。 此 类 问题 一 般 地 被 称 为 非 线 性 规划 问题 
(NLP), 

在 优化 问题 中 ,很 多 场景 下 参考 “Karush - Kuhn - Tucker” (KKT) 条 件 是 
方便 的 。 对 于 不 等 式 约束 问题 ， 在 点 x* 处 ， 满 足 一 阶 KKT 条 件 的 要 求 是 ， 如 果 
存在 一 个 m 维 向 量 和 *， 被 称 为 Lagrange RTE, 使 得 下 面 的 式 子 成 立 3]。 


c(x*) 宇 0( 可 行 性 条 件 ) (6. 66) 
g(x*) =J(x*)"A*( 平 稳 性 条 件 ) (6. 67) 
A*S0( FEF ASAE AE ) (6. 68) 
c(x*) + A* =0( 互 补 性 ) (6. 69) 
平稳 性 条 件 式 (6.67) 可 表示 为 
VeL(x*, A*) =0， ”其 中 L(x, A) Af(x) -A'c(x) (6.70) 


AP, A 一 般 被 称 为 Lagrange FEF, isl (6.70) PKA Lagrange 方程 。Karush - 
Kuhn - Tucker 条 件 是 非 线性 规划 问题 有 最 优 解 的 必要 条 件 。 


6.3.1 二 次 规划 
非 线 性 规划 问题 中 的 一 个 特殊 子 类 是 二 次 规划 问题 ， 其 一 般 性 表达 式 为 











最 小 化 f(x) =Fx"Qx +c'x xeR’" (6. 71) 
约束 条 件 为 4x <b (6. 72) 
x20 (6. 73) 


如 果 0 FEAF IE EAE, ABA f(x) eh Pw, WR 0 为 零 ， 那 么 此 问题 就 变 
为 线性 规划 问题 。 对 此 二 次 规划 问题 ，Lagrange 函数 为 
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L(x, A) =c x + Fal Qe +A(Ar =b) (6. 74) 
IUP, A 是 m 维 的 行 向 量 。 对 应 局 部 最 优点 的 KKT 条 件 为 
c" +x'Q4+AAZS0 (6.75) 
Ax -b <0 (6.76) 
x (c+Qx +AA) =0 (6. 77) 
A(Ax -b) =0 (6. 78) 
x20 (6. 79) 
A 三 0 (6. 80) 


为 了 将 这 些 方程 改写 为 更 易 处 理 的 形式 ， 在 式 (6.75) 中 引入 松弛 变量 ye 
R"， 在 式 (6.76) 中 引入 松弛 变量 ve 及"， 得 


c+Qx+A'al-y=0 (6. 81) 
Ax -b +v =0 (6. 82) 

而 KKT 方程 为 
Qx +ATAT-y= =c" (6. 83) 
Ax +v=b (6. 84) 
x20 (6. 85) 
y=0 (6. 86) 
v 宇 0 (6. 87) 
A 三 0 (6. 88) 
y'x =0 (6. 89) 
Av =0 (6. 90) 


现在 通过 采用 受 限 制 的 基 元 规则 ， 隐 式 地 处 理 互补 松弛 条 件 [ 式 (6. 89) 
和 式 (6. 90) ] ， 就 可 以 运用 任何 线性 规划 方法 来 求解 这 组 方程 。 这 里 的 目标 是 
找到 线性 规划 问题 的 解 ， 而 附加 的 要 求 是 在 每 次 兴 代 时 满足 互补 松弛 条 件 。 通 过 
对 每 个 方程 加 入 人 工 变 量 并 使 人 工 变量 之 和 最 小 化 ， 可 以 达到 目标 函数 最 小 化 的 
目的 。 

例 6.6 最 小 化 





f(x):—10x, 一 8x +x7 +2x3 
约束 条 件 为 
xı +% S10 
“s5 
x, 20, x, 20 
解 6.6 重新 将 问题 表述 为 
最 小 化 
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xy 1 2 O]f x, 
f(x):[ -10 hes allo A 


1 1% 10 
< 
leale lla 
设 人 工 变量 为 ci - a4， 对 应 的 线性 规划 问题 为 


最 小 化 o +a, +a; +as 





约束 条 件 为 





约束 条 件 为 
2% +À] 一 Yi +a, =10 
4x5 +A, +A, 一 5 十 Co =8 
xı 十 %2 21 +a; =10 
Xo Vy ta, =5 
此 问题 可 以 通过 单纯 形 法 或 内 点 法 求解 。 得 到 的 解 为 
5. 0000 
x= 
2. 0000 
0. 6882 
A= 
0. 7439 
0. 6736 
= [1.3354 
3.0315 
3.0242 


a= [0 0 0 0] 
而 对 应 的 费用 函数 值 f(x) = -33 


6.3.2 最 速 下 降 法 


在 工程 应 用 中 ， 一 般 性 的 非 线性 规划 问题 通常 采用 两 类 方法 进行 求解 : 

1. 梯度 法 ， 如 最 速 下 降 法 。 

2. 迭代 法 ， 如 逐次 二 次 规划 法 。 

在 无 约束 系统 中 ， 通常 求 解 函 数 /(x) 最 小 化 问题 的 方法 是 令 函 数 的 导数 为 
零 ， 然 后 根据 导数 方程 求解 出 系统 的 状态 。 然 而 ， 对 于 大 多 数 应 用 ， 在 无 约束 最 
小 化 条 件 下 得 到 的 系统 状态 将 不 能 满足 约束 方程 。 因 此 ， 需 要 寻找 一 种 替代 的 方 
法 来 求解 带 约 束 的 最 小 化 问题 。 其 中 的 一 种 方法 是 引入 附加 的 参数 集 入 ， 通 常 被 
PH Lagrange 乘 子 ， 将 约束 条 件 加 入 到 费用 函数 中 。 这 样 ， 增 广 后 的 费用 函数 变 
为 
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最 小 化 f(x) -Ac(x) (6. 91) 
式 (6.91) 的 增 广 函数 最 小 化 问题 ， 可 以 通过 令 增 广 函 数 的 导数 为 零 进行 

RAR, TER, 式 (6. 91) HPA 的 导数 ， 所 得 到 的 就 是 式 (6.64) 的 等 式 约束 。 
例 6.7 最 小 化 

















Ca +7) (6. 92) 


约束 条 件 为 
2x -y =5 
解 6.7 注意 ， 要 使 其 最 小 化 的 函数 是 一 个 圆 的 方程 。 此 函数 的 无 约束 最 小 值 
在 原点 x=0 Aly =0 上 取 到 ， 意 味 着 此 圆 的 半径 为 零 。 然 而 ， 加 上 约束 条 件 后 ， 此 
圆 必须 与 给 定 的 直线 相交 ， 因 此 ， 此 圆 的 半径 不 能 为 零 。 增 广 的 费用 函数 变 为 














C* :FP $y?) -Alx -y-5) (6.93) 
IP, A 表示 Lagrange FEF, CUA FAA RRA PR, BEG ROT EAA : 
-C =x -2A 
0= =y +A 
ee aes 


求解 此 方程 组 得 到 [x y AlT=[2 -1 1]'。 在 增 广 费 用 函数 取 到 最 小 值 的 
点 上 ， 费 用 函数 式 (6.92) 的 值 为 
5 


1 
C152)? +( -1)?) =3 


费用 函数 和 约束 方程 c 也 可 能 是 某 个 外 部 输入 的 函数 ， 在 最 小 化 函数 
f(x) 的 过 程 中 ,ww 是 可 变 的 。 在 这 种 情况 下 ,， 式 (6.91) 可 以 更 一 般 地 表示 为 




















最 小 化 f(x, u) -Ac(x, u) (6. 94) 
如 果 等 式 约 束 超过 一 个 ,那么 A 就 变 为 一 个 乘 子 向 量 ， 增 广 费 用 函数 变 为 
C :f(x) - [A] "e(«) (6.95) 
式 中 ，C ”的 导数 变 为 
ta 
| (6. 96) 
* T 
[S] [3] [ae] a (6.97) 
* T 
fered El il es (6.98) 


注意 ， 对 任何 满足 等 式 约束 的 可 行 解 ， 都 满足 式 (6.96) ; 但 可 行 解 不 一 定 
是 使 费用 函数 最 小 化 的 最 优 解 。 在 这 种 情况 下 ，[ 入] 可 以 从 式 (6.97) 中 得 到 ， 
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且 只 有 
[io 
这 个 向 量 可 以 被 用 作 梯 度 向 量 [YC] ， 它 和 和 费用 函数 C 的 等 值 线 正 交 。 这 样 
dc]']~' | Of 
cal=[[2) ë (6.99 
而 
ve= [eE] 2] - [Eta (6.10) 





T T,-1 
a at] Cl wi 
上 述 方法 给 出 了 此 优化 算法 的 基础 ， 此 优化 算法 被 称 为 最 速 下 降 法 。 

最 速 下 降 法 的 步骤 

1. 邻 k=0。 给 定 一 个 初始 向 量 w* =u’, 

2. 求解 式 (6.96) (可 能 是 非 线性 的 )， 得 到 可 行 解 x。 

3. 根据 式 (6.101) HH CHH RVC +, A Ct -C* 小 于 事先 设 定 的 误 
差 ， 则 停止 。 

4. 计算 新 的 向 量 utt suk -yVC， 其 中 是 用 户 设 定 的 大 于 零 的 算法 步 长 。 

5. k=k+1, BEŽ 2, 

在 最 速 下 降 法 中 ， 每 一 步 都 要 确定 向 量 v 的 移动 方向 ， 该 方向 就 是 增 广 费用 
函数 C* 变化 最 快 的 方向 。 例 如 ， 考 虑 一 个 人 从 山顶 滑雪 至 山脚 ， 如 图 6.4 所 
示 。 滑 雪 者 会 在 某 一 段 路 径 上 直线 前 进 。 在 此 点 上 ， 他 也 许 并 不 是 直 指 山下 滑行 
的 。 因 此 。 他 会 不 断 调整 ， 以 使 自己 朝 着 最 速 下 降 的 方向 前 进 。 最 速 下 降 的 方向 
与 等 高 线 ( 即 费用 ) 的 切线 垂直 。 滑 雪 者 每 次 调整 方向 间 的 移动 距离 与 算法 中 




















图 6.4 最 速 下 降 法 的 例子 
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的 步 长 y 是 类 似 的 。 当 y 较 小 时 ， 滑 雪 者 会 频繁 地 改变 方向 ， 这 样 ， 他 的 下 降 速 
ERA. MAy 较 大 时 ， 他 可 能 会 越过 山脚 重新 上 坡 。 因 此 ， 最 速 下 降 法 的 关键 
EF y 的 选择 。 如 果 选 得 小 ， 算 法 更 容易 收敛 到 最 小 值 ， 但 需要 更 多 的 迭代 次 
数 。 相 反 地 ， 大 的 y 会 导致 在 最 小 值 附近 振荡 。 

例 6.8 最 小 化 











Cin, +2x +u =f(x,, x2, U) (6. 102) 
约束 条 件 为 
0=x? -3x, +u -3 (6. 103) 
O=x, +x, -4u +2 (6. 104) 
解 6.8 为 了 求解 式 (6.101) 的 YC， 需 要 如 下 的 偏 导数 : 
[a] =" 
aE 
Ox 4x5 
ajea 
Je 2x; —3 
lis -| 1 | 
可 以 得 到 
f Taci 
oe a a sl ) Ls 
eee Te 
1 1 4x, 
SK 1 





ual, y=0.05, 选择 停 止 迭代 的 准则 为 e=0.0001。 求 解 x| 和 x,， 得 到 
两 组 解 及 其 对 应 的 费用 函数 .; 
x, =1.7016 x, =0.2984 f=4.0734 
x, = -4.7016 x, =6.7016 f=23.2828 
第 1 组 解 得 到 了 费用 函数 的 极 小 值 ， 因 此 被 选择 为 工作 解 。 将 x, =1.7016, x = 
0. 2984 代入 到 梯度 函数 中 ， 得 到 VC = 10.5705, u 的 新 值 变 为 
uo) =y) -~yVC 
=1 -(0.05) (10. 5705) 
=0. 4715 














ISAK 2 
取 w=0.4715， 再 次 求解 x A x, ， 得 到 两 组 解 及 其 对 应 的 费用 函数 : 
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x, =0.6062 x) = -0.7203 f=1.6276 
xı = -3.6062 x, =3.4921 f=14. 2650 
第 1 组 解 再 次 得 到 了 费用 函数 的 极 小 值 ， 因 此 被 选择 为 工作 解 。 费 用 函数 的 差 为 
|C ~C® | = |4. 0734 -1.6276 | =2. 4458 
大 于 迭代 停止 准则 。 将 这 些 值 代入 到 梯度 函数 中 ， 得 到 YC =0. 1077, u 的 新 值 


变 为 








u) =u —yVC 
=0. 4715 - (0.05) (0. 1077) 
=0. 4661 
TEAR 3 
HX u =0. 4661, FEY x, 和 x, ， 得 到 两 组 解 及 其 对 应 的 费用 函数 : 
x, =0.5921 x = -0.7278 f=1.6271 
x, = -3.5921 x, =3.4565 f=14. 1799 
第 1 组 解 再 次 得 到 了 费用 函数 的 极 小 值 ， 因 此 被 选择 为 工作 解 。 费 用 函数 的 差 为 
|c -cC | = |1.6276-1.6271|=0.0005 
大 于 迭代 停止 准则 。 将 这 些 值 代入 到 梯度 函数 中 ， 得 到 YC =0.0541, u 的 新 值 











ul) =u® —yVC 
=0. 4661 - (0. 05) (0. 0541) 
=0. 4634 
TEAR 4 
IM u =0. 4634, 再 次 求解 x,/ 和 x,， 得 到 两 组 解 及 其 对 应 的 费用 函数 .: 
x, =0.5850 x, = -0.7315 f=1.6270 
x, = -3.5850 x, =3.4385 f=14. 1370 
第 1 组 解 再 次 得 到 了 费用 函数 的 极 小 值 ， 因 此 被 选择 为 工作 解 。 费 用 函数 的 差 为 
1CG) ~¢™ | = 11.6271 -1.6270|=0.0001 
满足 授 代 停止 准则 。 因 此 ， 问 题 的 解 为 x; =0.5850, x, = -0.7315, u =0. 4634, 
而 费用 函数 的 最 小 值 为 f=1. 6270。 


6.3.3 序 贯 二 次 规划 法 
梯度 下 降 法 在 小 型 非 线性 系统 中 很 有 效 ， 但 在 搜索 空间 维 数 上 升 时 效率 降 
低 。 非 线性 序 贯 二 次 规划 (SQP) 法 计算 高 效 ， 且 已 证 明 在 凸 搜索 空 间 中 表现 出 


超 线性 收敛 特性 [41 。SQP 方法 用 于 求解 如 下 问题 ; 
最 小 化 

















f(x) xeR” (6. 105) 
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约束 条 件 为 
ci(%) =0, ieé (6. 106) 
h(x) 二 0, ic (6. 107) 
与 前 文 类 似 ， 求解 该 优化 问题 的 常规 方法 是 利用 Lagrange 乘 子 ， 使 如 下 混合 
系统 最 小 化 : 








L(x, A) —f(x) +A"ce(x)+mr"h(x) i=l, ++, m (6. 108 ) 
KKT 条 件 为 
V/(x) +CIA+EIT=0 
c(x) =0 
h(x) +s =0 
a's =0 
7 ,s20 
AP, A 是 等 式 约束 的 Lagrange 乘 子 向 量 ，7 是 不 等 式 约束 的 Lagrange 乘 子 向 


E, s 是 松弛 变量 向 量 ， 而 











_ dc(x) 
gen (6. 109) 
n=) (6. 110) 


这 组 非 线 性 方程 可 以 通过 Newton - Raphson 法 求 得 x、A、7 Als, ZERK 
x 和 入 的 情况 ， 利 用 Newton - Raphson 法 求解 y=[x a]", 有 


x T 
F(y) -0 =|" y+ | 


c(x) 
Newton - Raphson 法 的 向 量 y 更 新 为 
yet =y" -a,[ VF; ] -1F(y!) 


xh tl x" V2L Ve” 'T YVL 
dese LC em 
式 中 ,a 是 步 长 ， 大 于 零 ， 通常 取 小 于 或 等 于 1 的 值 。 


例 6.9 HH SQP 法 重新 做 例 6. 8。 
解 6.9 将 问题 重新 写 出 如 下 : 





最 小 化 
C: xt +2x5 +u =f(%,, x, U) (6. 112) 
约束 条 件 为 
0=x? -3x +u -3 (6.113) 


O=x, +x, —4u +2 (6.114) 


184 电力 系统 分 析 中 的 计算 方法 ( 原 书 第 2 版 ) 





运用 KKT 条 件 ， 得 到 如 下 的 非 线 性 方程 组 : 
0 =2x, +2AIXI +A, 
0 =4x, -3A, +A, 
0=2u +À; -4A, 
0 =x} -3x, +u -3 
0 =x; +x, -4u +2 
Newton - Raphson 迭代 式 为 














Py Ft! pa F242A 0 0 2 rot) 2x1+2ATXZT + A 

tip tp 0 4 0 -3 1 4x3 -3AT +A} 

u =|u |- 0 0 2 1 -4 2u" +A} —A4AS 

ry Ay af -3 1 0 0 (xk)? -3x8 +u" -3 

LA, LA, L 1 1 -4 0 0 L xf +x —du* +2 
(6.115) 


从 初始 解 [x x u A, A2]"= [1 1 1 1 1]7 开 始 得 到 后 续 的 更 新 
解 为 





k xy Xo u Àl A, f(x) 





0 1. 0000 1.0000 1.0000 1. 0000 1.0000 | 4.0000 
1 0.5774 -0.7354 0.4605 -0.9859 -0.0162 | 1.6270 
2 0. 8462 -0.5804 0.5664 一 0. 7413 0.0979 | 1.7106 
3 0. 6508 -0.7098 0.4853 一 0. 9442 0. 0066 | 1.6666 
4 0. 5838 -0.7337 0.4625 -0.9831 -0.0145 | 1.6314 








5 0. 5774 -0.7354 0.4605 -0.9859 -0.0162 | 1.6270 

















这 与 前 面 已 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 


6.4 在 电力 系统 中 的 应 用 


6.4.1 最 优 潮流 


在 诸如 潮流 计算 的 很 多 电力 系统 应 用 中 ， 只 能 给 出 电力 系统 运行 的 一 个 时 间 
断面 上 的 信息 。 而 系统 规划 人 员 和 运行 人 员 经 常 更 关注 系统 参数 调整 对 流 过 线路 
的 潮流 以 及 对 系统 损耗 的 影响 。 对 系统 参数 的 调整 不 是 随意 的 ， 通常 根据 某 个 目 
标清 数 对 系统 参数 进行 最 优 调整 。 这 些 目 标 函 数 可 以 是 发 电费 用 最 小 ， 水 库 水 位 
最 小 ， 或 者 系统 损耗 最 小 ， 等 等 。 最 优 潮流 问题 就 是 在 目标 函数 的 框架 下 建立 潮 
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流 计算 问题 以 求解 系统 电压 和 发 电功率 。 在 此 应 用 中 ， 潮 流 计算 的 输入 参数 会 被 
系统 性 地 进行 调整 ， 以 最 大 化 或 最 小 化 某 个 由 潮流 状态 变量 表示 的 标量 函数 。 最 
常见 的 两 个 目标 函数 是 最 小 化 发 电费 用 和 最 小 化 有 功 损耗 。 
最 优 潮流 的 时 间 尺 度 为 分 钟 级 到 1h， 因 此 其 基本 假设 是 只 针对 当前 在 线 的 
机 组 进行 优化 。 确 定 机 组 是 否 应 该 投入 、 何 时 投入 、 投 入 多 长 时 间 的 机 组 组 合 问 
题 ， 不 在 这 里 进行 考虑 。 使 输电 系统 有 功 损 耗 最 小 化 ， 不 但 可 以 节省 发 电费 用 ， 
还 能 增加 系统 的 备用 容量 。 
通常 发 电费 用 曲线 (发 电机 发 出 的 功率 与 发 电费 用 之 间 的 关系 曲线 ) 是 由 
一 段 一 段 线性 的 增 量 费 用 曲线 表示 的 。 这 是 为 了 简化 凸 的 费用 函数 所 得 到 的 结 
果 ， 分 段 线性 的 增 量 费用 曲线 的 断 点 与 凹 曲 线 的 阀 点 重合 !29] 。 通 过 对 增 量 费用 
曲线 进行 积分 ， 可 以 将 分 段 线性 的 增 量 费用 曲线 变 为 分 段 二 次 费用 曲线 。 这 种 类 
型 的 目标 函数 使 其 很 容易 用 于 经 济 调度 问题 ， 即 在 优化 过 程 中 只 考虑 发 电 单 元 的 
和 -调度 问题 。 在 这 种 优化 过 程 中 ， 系 统 损耗 以 及 电压 约束 和 线路 潮流 约束 都 被 
忽略 。 这 个 经 济 调度 方法 将 在 下 面 的 例子 中 具体 说 明 。 
例 6.10 三 人 台 发 电机 具有 如 下 的 费用 函数 ， 供 电 给 952MW 的 负荷 ， 假 定 系 
统 无 损耗 计算 最 优 的 发 电 分 配方 案 。 
C,:P, +0.0625P? 美元 入 
C,:P, +0.0125P? 美元 入 
C3:P3+0.0250P; 美元 /h 
解 6.10 确定 最 优 发 电 分 配方 案 的 第 一 步 是 将 此 问题 构造 成 一 般 性 的 形式 。 
因此 ， 本 问题 的 数学 描述 为 
最 小 化 C: P, +0.0625P? +P, +0.0125P? +P; +0. 0250P2 
约束 条 件 : Pi +P, +P, -952 =0 
根据 上 述 数学 描述 ， 受 约束 的 费用 函数 变 为 
C* :P +0.0625P? +P, +0.0125P3 + P +0.0250P3 -A(P, +P, +P; -952) 
































(6. 116) 
S 6 的 导数 为 零 ， 得 到 如 下 线性 方程 组 : 
0. 125 0 0 -17| Pi -1 
0 0.025 0 -1| P, -1 
= (6.117) 
0 0 0.050 -1| P, =i 
1 1 1 0 ta 952 


求解 上 述 方程 组 得 到 





P, =112MW 
P, =560MW 
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P =280MW 
A =15 美元 /MWh 
受 约束 的 费用 为 7616 美元 /h。 

这 是 一 个 使 每 小 时 发 电费 用 最 小 化 的 发 电 分 配方 案 。A 的 值 是 发 电费 用 的 增 
量 费用 ， 即 等 价 费 用 ， 也 是 公司 买 电 或 卖 电 的 截止 价格 : 如 果 公 司 能 以 低 于 和 
的 价格 买 电 ， 那 么 公司 的 总 费用 将 下 降 。 同 样 地 ， 如 果 公司 能 以 高 于 和 的 价格 
卖 电 ， 公 司 的 总 费用 也 将 下 降 。 同 时 请 注意 在 最 优 分 配方 案 下 : 

A =1 +0. 125P, =1 +0. 025P, =1 +0. 050P; (6.118) 
因为 A 是 系统 的 增 量 费用 ， 该 点 也 被 称 作 “ 等 增 量 费用 点 ”， 而 该 发 电 分 配方 案 
被 说 成 是 满足 “等 微 增 量 费用 准则 ”。 任 何 偏离 等 微 增 量 费用 准则 的 发 电 分 配方 
案 都 会 导致 发 电费 用 C 的 上 升 。 

例 6.11 若 用 户 愿意 支付 16 美元 /MWh 买 电 ， 有 多 少 超额 电量 可 以 生产 和 
销售 ? 此 交易 的 利润 是 多 少 ? 

解 6.11 从 例 6. 10 知道 ,通过 对 增 广 费 用 函数 求 导 ， 可 以 得 到 发 电量 与 A 
之 间 的 关系 为 





P, =8(A-1) 
P, =40(A -1) 
P} =20(A -1) 
因此 根据 等 式 约束 条 件 有 
8(A -1) +40(A -1) +20(A -1) -952 =0 (6.119) 
为 了 确定 超额 电量 ， 需 对 式 (6.119) 进行 增 广 ， 并 计算 A = 16 美元 /MWh 时 
的 值 : 

8(16 -1) +40(16 -1) +20(16 -1) - (952 + 超额 量 ) =0 (6.120) 
求解 式 (6.120) 得 超额 电量 为 68MW, HP, =120MW, P, =600MW, P; = 
300MW。 发 电 总 费用 变 为 

C: P, +0.0625P? +P, +0.0125P; + P} +0. 0250P2 = 8670 美元 /h 
(6.121) 





卖 出 超额 电量 所 得 到 的 收入 等 于 超额 电量 乘 增 量 费用 入， 
68MW x 16 美元 /MWh = 1088 美元 /h 

因此 ， 总 的 费用 为 8670 美元 /h - 1088 美元 /h =7582 美元 Ah。 比 上 例 中 的 费用 
7616 美元 /h 减少 36 美元 /h， 因 此 这 36 美元 人 是 通过 以 16 美元 /MWh 价格 卖 出 
超额 电量 所 获得 的 利润 。 

图 6.5 展示 了 一 个 中 等 规模 电力 公司 的 发 电 增 量 费 用 表 。 发 电机 的 增 量 费 用 
从 上 到 下 列 在 表格 的 左边 ; 不 同 发 电机 单元 列 在 表格 的 项 部， 由 最 便宜 的 左边 到 
最 贵 的 右边 依次 排列 。 核 电机 组 运行 费用 最 低 ， 最 左 端的 核电 机 组 Washington 
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we ral 
能 够 以 7 美元 /MWh 的 增 量 费用 提供 至 多 1222MW 的 功率 ; 它 的 增 量 费用 只 有 第 
44 
二 便宜 的 燃 煤 机 组 Adams (14 美元 /MWh) 的 一 半 。 随 着 启用 的 机 组 变 得 越 来 越 
JE. LH Er 

增 量 费 用 也 相应 提高 。 

WASH TaS EE MADI MONR MONROE MONROE QADAMS QADAMS QADA JACK VBUR HARR TYLE POLK 
美元 3-4 124 0 B oa Bo 9 56 a 
/MWh t& hie HE he ROR RE 气 RE 气 油 气 油 气 油气 油 油 油 油 
___... O41 0.95 0.95 0.93 0.96 141 1,41 2.25 141 2.25 3.65 2.25 3.65 2.25 3.65 2.10 3.350 3.50 3.55 3.65 
7.00 1222 
14.00 160 | 240 
14.50 240 | 310 
15.00. 320 | 380 | 220 
15.50 390 | 450 | 410 
16.00 470 | 520 | 590 
16.50 540 | 587 | 608 100 20 
‘17.00. 587| 110 | 130 30 
1750 170 | 160 50 
18.00 230 | 200 60 
18.50 502 | 290 | 230 80 
too | | | | | 360 | 260] 90 
19.50 290 110 
20.00 298 130 
20.50 142 
22.00 90 20 
25.00 80 20 
28.00 142 20 60 
31.00 45 95 
34.00 
37.00 108 
40.00 20 30 
43.00 40 50 
46.00 30 60 80 
49.00 40 80 95 
52.00 45 95 
55.00 48 | 63 | 189 
64.00 30 

图 6.5 增 量 费用 表 





例 6.12 生产 4500MW 电力 ， 上 述 电 力 公 司 的 增 量 费 用 是 多 少 ? 

解 6.12 为 了 从 图 6.5 的 增 量 费用 表 中 找到 对 应 4500MW 时 的 增 量 费用 ， 
需要 对 各 台 发 电机 的 最 大 出 力 进行 累加 直到 等 于 4500MW 。 经 过 计算 可 知 ， 当 累 
加 到 燃气 机 组 Monroel -2 时 可 以 达到 4500MW 的 出 力 ， 而 所 对 应 的 增 量 费用 是 
28 美元 /MWh。 这 是 发 电 4500MW 时 的 平衡 点 价格 。 

如 果 购 电价 格 可 以 低 于 28 美元 /MWh， 该 电力 公司 就 应 该 买 电 。 

等 增 量 费用 发 电 分 配方 案 的 主要 缺陷 是 忽略 了 系统 的 损耗 。 其 唯一 的 约束 是 
一 个 等 式 约束 ， 即 发 电 总 量 必须 等 于 负 答 总 量 。 但 实际 上 ， 发 电 总 量 总 是 等 于 负 
荷 总 量 加 系统 损耗 。 考 虑 损耗 后 ， 等 式 约束 必须 包括 潮流 方程 ， 而 优化 过 程 必须 
采用 最 速 下 降 法 或 类 似 的 方法 等 [1 。 

例 6.13 考察 如 图 6.6 所 示 的 三 机 系统 。 该 系统 与 例 3.9 的 三 机 系统 具有 相 
同 的 参数 ， 除 了 母线 3 已 转化 为 发 电机 母线 上 且 其 电压 模 值 等 于 1.0pu。 总 负荷 和 
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发 电机 的 费用 函数 与 例 6. 10 相 1 2 
同 。 采 用 等 增 量 费用 准则 作为 起 CO -—C ) 
始点 ,求解 考虑 损耗 后 此 系统 的 2 L E 
最 优 发 电 分 配方 案 。 O 
解 6.13 采用 6.3.2 节 描 述 
的 最 速 下 降 法 ， 第 一 步 是 求 梯度 图 6.6 例 6.13 的 系统 图 
VC 的 表达 式 ， 本 例 中 ， 
ve= [4] - [32] [[#] | [2 (6. 122) 


式 中 , /是 发 电机 费用 之 和 
f: Ci +C, +C =P, +0. 0625P? +P, +0. 0125P3 + P, +0. 0250P2 
g 是 潮流 方程 组 : 


3 
81:0 = Py - Py - vÈ, V: Ynicos(ô, — 6; - bi) 
i=l 


3 
g2:0 = P; - Pg - > ViYsicos(63 — 6; — 3;) 
i=l 


APF, PIRNER i ADNE, WAZE u 是 独立 的 发 电机 出 力 : 
rP, 
a 
-6, 
发 电机 出 力 Pj 不 是 输入 变量 ， 因 为 母线 1 是 平衡 母线 ， 其 发 电 出 力 不 是 独立 变 
量 。 根 据 上 述 描 述 ， 可 以 导出 用 于 YC 计算 的 各 个 偏 导 数 为 


而 x 是 未 知 的 状态 变量 





og) _ 1 0 
| el, i (6.123) 
981 981 
[£ [Pe ee: (6. 124) 
dx 08. 985 
a, 55， 


0g) 


05, 一 V (Vi Yyzsin( 6, -6 -P21 ) +V Yasin(6, -83 -$3)) (6. 125) 
2 
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0g 
w - V3 V; Yz sin (ô, -63 — P23) (6. 126) 
0g . 
a - V3 V2 Ysin (ô; — 6) - P32) (6. 127) 
ôg . | 
= = V3(V,Y,3s8in(6; — 6; - 3, ) + V2 Ysin(63 -0 -db3,)) (6.128) 
3 
H 
1 +0. 025P 
[2] -| ‘| (6. 129) 
ðud |1 +0. 050P; 


求 偏 导数 | eee, By BE RO AEE a x RR AEE M 


想 一 下 ，P, 不 是 输入 变量 ， 实 际 上 是 一 个 依赖 于 * 的 变量 ， 即 
P; = V, ( V, Yı cos( ô; -ô -Qı ) 


+ V2 Y,2cos (ô; -ô, - 1) + V;¥,3c0s(6, - ô; 一 由 3 ) ) (6. 130) 
因此 ， 根 据 链 式 法 则 , 

of T of oP 

HE gai 


Vi VY psin( -6, - 4) 
= (1 +0.125P)| 12412 1702 12 | 


Vi V3Y,3sin(6, - 6, — 43) 

根据 前 面 的 算 例 ， 由 等 增 量 费用 准则 得 到 的 初始 值 为 P, = 0. 56pu 和 P = 
0. 28pu, KH P, =0. 56pu 和 Ps =0.28pu 作为 输入 求解 潮流 方程 ， 得 到 如 下 状态 
it; [5， ô] = [0.0286 -0.0185], P; =0.1152。 将 发 电 出 力 转换 为 MW， 
再 将 其 数值 代入 到 偏 导 数 中 得 到 


(6. 132) 


dg) _ 1 0 
[> P i (6. 133) 
aes ee ] 
Æ|- (6. 134) 
ox 9.8434 -19.9219 
15. 0000 
的 -| | (6. 135) 
ul | 15. 0000 
~52. 0136 
[ 艺 ] =15. 4018 (6. 136) 
dx ~ 155. 8040 


从 而 得 到 
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-0. 3256 
| | (6. 137) 





- 0. 4648 
这 样 ， 输 入 量 (发 电 出 力 ) 的 新 值 为 
K | [ce a 
z = (6. 138) 
P; | L280 - 0. 4648 
取 y =1 时 ， 更 新 后 的 发 电 出 力 为 P =560. 3MW 和 Ps =280.5MW。 
这 里 梯度 VC 已 经 很 小 了 ， 表 示 根 据 等 增 量 费用 准则 得 到 的 发 电 出 力 即 使 在 


考虑 了 损耗 后 也 已 相当 接近 于 最 优 值 。 再 经 过 一 次 迭代 ， 得 到 三 台 发 电机 最 终 出 
力 值 为 











P, 112.6 
=| 560.0| MW 
P; 282.7 











条 件 下 的 发 电费 用 为 7664 美元 /MWh。 注 意 ， 这 个 发 电费 用 高 于 用 等 增 量 费 
用 准则 计算 得 到 的 发 电费 用 ， 其 原因 是 需要 增加 额外 发 电 出 力 以 补偿 系统 的 
损耗 。 

最 速 下 降 法 有 时 会 使 系统 状态 或 输入 超出 物理 约束 ， 例 如 使 用 该 算法 会 导致 
发 电 出 力 超出 机 组 的 最 大 物理 出 力 。 类 似 地 ， 所 得 到 的 母线 电压 也 可 能 超出 期 望 
的 变化 范围 (通常 为 额定 值 的 +10% 范围 ) 。 这 些 情 况 都 属于 违反 了 此 问题 的 不 
等 式 约束 。 在 这 些 情 况 下 ， 必 须 对 最 速 下 降 法 进行 修正 以 反映 这 些 物 理 约束 。 已 
存在 数 种 方法 来 考虑 上 述 约束 ， 可 以 将 这 些 方法 分 为 取决 于 输入 的 约束 (独立 
变量 ) 和 取决 于 状态 的 约束 〈 非 独立 变量 ) 。 
6. 4.1.1 对 独立 变量 的 约束 
如 果 应 用 最 速 下 降 法 得 到 输入 变量 的 更 新 值 超出 了 设 定 的 极限 ， T 
的 解决 方法 是 将 越 限 的 输入 变量 值 设置 成 等 于 其 极限 值 ， 然 后 继续 往 下 计算 ， 
是 减少 了 一 个 自由 度 。 
例 6.14 重复 例 6.13, 但 发 电机 必须 满足 如 下 限制 条 件 : 
80MW <P, <1200MW 
450MW <P, <750MW 
150MW <P, <250MW 
解 6.14 根据 例 6. 13 的 结果 ， 发 电机 3 的 输出 超出 了 其 极限 值 0. 25pu。 
此 在 例 6. 13 的 第 1 次 迭代 以 后 ，P; 被 设置 为 0.25pu， 则 新 的 偏 导数 为 


dg) _ 1 
[£ a (6. 139) 


[8] = 与 前 面 的 相同 (6. 140) 
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[4] = [1 +0.025P,] (6. 141) 

[2E] = 与 前 面 的 相 局 (6. 142) 
根据 带 约束 的 最 速 下 降 法 ， 新 的 发 电机 出 力 为 

P; 117.1 

P, |=|588.3| MW 

P, 250. 0 








此 时 发 电费 用 为 7703 美元 /MWh， 高 于 无 约束 的 发 电费 用 7664 美元 /MWh。 随 
着 更 多 的 约束 被 加 入 进来 ， 系统 会 离 最 优 工作 点 越 来 越 远 ， 从 而 增加 了 发 电 
费用 。 
6.4.1.2 对 非 独 立 变 量 的 约束 

在 很 多 情况 下 ， 系 统 的 物理 约束 是 施加 在 状态 变量 上 的 ， 而 状态 变量 在 系统 
描述 中 是 因 变量 。 这 种 情况 下 ， 不 等 式 约束 是 状态 变量 x 的 函数 ， 并 且 必 须 加 入 
到 费用 函数 中 去 。 对 因 变 量 有 约束 的 例子 包括 最 大 线路 潮流 和 母线 电压 水 平 。 在 
这 些 情 况 下 ， 状 态 变量 的 值 是 不 能 独立 设 定 的 ， 而 必须 间接 确定 。 执 行 不 等 式 约 
束 的 一 种 方法 是 在 费用 函数 中 引入 惩罚 函数 。 惩 罚 函 数 是 这 样 一 种 函数 ， 当 状态 
变量 离 极 限 值 很 远 时 很 小 ， 但 当 状 态 变 量 接近 极限 值 时 会 变 得 很 大 。 典 型 的 惩罚 
函数 包括 : 








p(h) =e" k>0 (6. 143) 
p(h) =x" n,k>0 (6. 144) 
p(h) =ax?"eM + be™ n,k,a,b>0 (6. 145) 
而 费用 函数 变 为 
C*: C(u,x) +A"g(u,x) +p(h(u,x) —h™) (6. 146) 


ERB FEA es CFT DAG ON TIS AS Be ME, TIAA AE 
实现 简单 ， 但 也 存在 几 个 缺陷 。 第 1 个 缺陷 是 惩罚 函数 的 选择 经 常 是 启发 式 的 ， 
随 不 同 的 问题 而 不 同 。 第 2 个 缺陷 是 此 种 方法 不 能 实施 对 状态 变量 的 硬 约束 ， 即 
如 果 超 出 极限 值 ， 费 用 函数 会 变 得 很 大 ， 但 状态 变量 是 允许 超出 极限 值 的 。 在 很 
多 应 用 中 ， 上 述 问题 不 算 很 严重 的 缺陷 。 如 果 输 电线 路 上 的 潮流 略微 超出 其 极 
限 ， 可 以 认为 电力 系统 仍然 能 够 继续 运行 ， 至 少 在 一 个 有 限 的 时 间 段 内 。 然 而 ， 
若 物 理 约束 是 一 架 飞 机 高 于 地 面 的 高 度 ， 那 么 即使 是 很 小 的 高 度 负 偏差 ， 也 会 造 
成 可 怕 的 后 果 。 因 此 ,使 用 惩罚 函数 来 实施 约束 时 一 定 要 小 心 ， 并 不 是 对 所 有 系 
统 都 适用 。 

例 6.15 重新 计算 例 6.13, 但 需 通 过 惩罚 函数 限制 线路 2 -3 的 潮流 
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至 0. 4pu。 
解 6.15 例 6.13 中 流 过 线路 2 -3 的 潮流 为 
P,, = V3 V3 Yz cos( ê> -63 — 3) -Ya3cosgy =0.467 (6. 147) 
4 Pj 超过 0.4pu， 则 惩罚 函数 
p(h) = (1000V, V; Ya3cos(6, -63 - 3) —1000V3Y>,cos,, -400)? 








(6. 148) 
将 加 到 费用 函数 中 去 。 除 了 | 区]， 其 余 偏 导数 保持 不 变 。| 史 ] 的 表达 式 为 
of oP oP 
Perd lela | ls | (6. 149) 
= (1 +0. i kan -ô iad 
V,V3Y,,sin(6, -6 - $3) 
+2( Poy -400)| -= Vz V3Y¥>38in(d) — 6; a (6. 150) 
V,V3Y53sin( 6, - 63 — P23 ) 


采用 最 速 下 降 法 进行 计算 ， 得 到 受 约束 下 的 最 优 发 电 方案 为 
P; 128.5 
; 
P; 


=| 476.2 
349. 9 
而 Pa =400MW。 该 受 约束 最 优 发 电 方案 下 的 发 电费 用 为 7882 美元 /MWh， 略 微 
高 于 无 约束 的 最 优 方案 

对 于 必须 施加 硬 约束 的 情况 ， 须 采用 替代 方法 来 执行 不 等 式 约束 。 在 本 方法 
H, 不等式 约 束 是 作为 额外 的 等 式 约束 加 入 到 费用 浮 数 中 的 ， 即 把 不 等 式 约束 转 
化 为 等 于 上 限 或 下 限 的 2 个 等 式 约束 。 这 本 质 上 是 引入 了 额外 的 一 组 Lagrange FE 
子 。 因 此 本 方法 经 常 被 称 为 对 偶 变 量 法 ， 因 为 每 个 不 等 式 约 束 都 可 能 引出 两 个 等 
式 约 束 ， 一 个 对 应 上 限 约 束 ， 另 一 个 对 应 下 限 约束 。 然 而 ， 不 可 能 同时 违反 上 限 
约束 和 下 限 约 束 ， 因 此 对 于 任何 给 定 的 工作 点 ,在 2 个 额外 的 Lagrange FEF +P A 
要 取 其 中 一 个 就 可 以 了 ， 即 对 偶 约 束 是 相互 排斥 的 。 

例 6.16 采用 对 偶 变 量 法 重新 计算 例 6. 15 。 

解 6.16 通过 引入 额外 的 等 式 方程 

P,; = VVsYacos(6, - ô; - 5; ) - V3Y,;cosh,, =0. 400 (6. 151) 

也 就 是 在 等 式 约束 方程 组 g(x) 中 额外 增加 了 一 个 方程 ， 因 此 ， 在 状态 向 量 x 中 
必须 增加 一 个 额外 的 未 知 量 ， 以 构造 一 个 可 以 求解 的 方程 组 (三 个 方程 三 个 未 
FEL) o Po 和 Peg 中 任何 一 个 都 可 以 被 选 作 新 的 未 知 量 。 本 例 中 ， 选 择 Ps 作为 
新 的 未 知 量 。 新 系统 Jacobi 矩阵 为 


MW 





















































式 中 ， 


Ox, 


与 例 6. 13 类 似 ， 


[sn] Lee, 





OP o 


通过 
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[2 _ | 982 982 982 
ox] | Ax, dx, Ox 





ôi — ba, ) + V3 Yizsin (ô, -63 — dy; ) ) 
San -= V3 V3 Y3)sin (65 - ô; — fo; ) 

2 
l_9 


Re -= V3 Vz Yz sin (63 -ô, 一 小 > ) 


0g3 : 
a — V3 V3 Ysin (ô, -63 -小 3 ) 
1 


083 ; 
FPN = V> V3 Y»; sin ( 6, - 6; — 53 ) 
2 


ag 


0x3 =e 


1 
[<2 =|0 |; [4] = [1 +0.025Pe] 
0 


+ 链 式 法 则 计算 [| 刀 ]: 


ll 








(6. 152) 


= —V3V,Yi3sin(6; -6 — $5, ) + V2 Ysin(63 -ô — Py ) 


(6. 153) 
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[ 万 态 2sin(0 -6, a) 
=(1 +0. 125P¢,)| ViVYasin(6 -5 -$13) |+ (1 +0. 050P,5) x 
0 
V3V2Y3sin( 6; -6, — P32) 
-V;(V, Y,3sin(6, - ô; - 3, ) +V, Ysin(6s -6, - dy ) ) 
0 

将 这 些 偏 导 数 代 入 到 VC 的 式 (6.122) 中 ， 可 以 得 到 与 例 6. 15 相同 的 发 电 分 配 
方案 。 


6.4.2 状态 估计 


在 电力 系统 状态 估计 中 ,估计 的 变量 是 系统 中 的 母线 电压 模 值 和 母线 电压 相 
角 。 状 态 佑 计 器 的 输入 是 实测 的 有 功 功率 和 无 功 功率 ， 可 以 是 注入 母线 的 有 功 功 
率 和 无 功 功率 ， 也 可 以 是 输电 线路 上 的 有 功 功 率 和 无 功 功率 。 状 态 估计 器 的 设计 
目标 是 得 到 母线 电压 模 值 和 相 角 的 最 优 估 计 值 ， 使 测量 误差 的 影响 最 小 化 。 状 态 
估计 品 需 要 考虑 的 另 一 个 因素 是 量 测 量 是 否 足 够 用 来 完整 地 佑 计 出 系统 的 状态 ， 
即 系 统 的 可 观察 性 问题 。 

如 果 由 电力 系统 所 有 母线 电压 模 值 和 相 角 构成 的 状态 向 量 可 以 通过 一 组 特定 的 
量 测量 佑 计 出 来 ， 那 么 这 组 特定 的 量 测量 被 称 为 是 可 观察 的 。 一 个 不 可 观察 的 系统 意 
味 着 量 测量 的 集合 不 能 张 满 整 个 状态 空间 。 如 果 式 (6.47) PER H, 的 秩 是 n( 满 
秩 的 ) ， 那 么 此 电力 系统 是 可 观察 的 ， 这 里 量 测量 的 个 数 m 大 于 或 等 于 系统 状态 量 的 
个 数 z。 所 谓 的 元 余 量 测量 指 的 是 增加 这 些 量 测量 后 并 不 提高 矩阵 及 的 秩 。 

电力 系统 的 可 观察 性 可 以 通过 检查 量 测量 集合 和 电力 系统 结构 来 确定 。 树 是 
一 个 可 以 覆盖 整个 电力 系统 母线 的 量 测量 集合 (节点 或 支 路 ) 。 换 句 话 说 ， 通 过 
在 图 上 连接 母线 和 支 路 ， 系 统 的 所 有 母线 被 连接 在 一 个 连通 图 中 。 通 过 在 能 连接 
分 离 的 树 的 支 路 上 增加 量 测 量 ， 可 以 将 电力 系统 变 为 可 观察 的 。 

例 6.17 216.7 所 示 电 力 网 络 的 SCADA 系统 具有 如 下 的 量 测量 和 方差 ， 试 
估计 系统 的 状态 ， 并 用 显著 性 水 平 为 w =0.01 的 好 检验 检测 量 测量 中 是 否 存 在 


(6. 154) 
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zi 状态 量 测量 ”方差 (07) 





1 V3 0. 975 0. 010 
2 Pi; 0. 668 0. 050 
3 Qn 一 0. 082 0. 075 
4 P3 -1.181 0. 050 
5 Q 一 0. 086 0. 075 


解 6.17 状态 估计 过 程 的 第 一 步 是 确定 并 列举 未 知 状态 量 。 在 本 例 中 ,未 
知 状态 量 是 [x] xx] = [6, 6; V3]'。 确定 状态 量 以 后 ， 下 一 步 就 是 确定 与 每 
个 量 测量 对 应 的 丽 数 有 4) 。 为 了 使 加 权 误 差 最 小 化 ， 需 要 将 如 下 的 非 线性 函数 
驱动 到 零 ; 

F(x) =HIR-![z-h(x)] =0 (6. 155) 
式 中 , z-h(x) 的 集合 是 

—hi(x) =V3 -%3 
—hy(%) =Pa — (VixaYiacos( - 2x2 一 小 3 ) - Vi Ygcoshg ) 
—h3(%) = - (WV Yo sin(%, -Qz ) +V Yy sinp ) 
—ha(x) =P; — (x3 V1 Yzıcos(% -P31 ) +x3 V2 Yzzcos (x7 =x; — hy ) 

+a3 Yaz cosa; ) 
-h5 (x) =Q, - (VV, Yx sin(x; — hy) ) - V% Ynsinp» 

+ V>x3Y,,8in(x, —%, — Py; ) ) 


与 式 (6.155) 对 应 的 俩 导数 矩阵 H, 为 





0 0 1 
0 Vi x3 Yizsin( — x2 -Q13 ) Vi Yi3cos( - x - 43) 
Vi Vz Yz; cos(x; = 5) ) 0 0 
x3 Va V3ysin( x3 = x1 = 3p ) -x3 Vi Ys1sin(x2 -Q31 ) Vi Yzı cos(x = 3, ) 
-43 V3 Voy sin(xy -x1 =@32) + Vz Van c08( x9 -x1 = 39 ) 
+ 2x3 了 33 cos 和 33 
Vi V2 Yz; cos(x; = Qz; ) - Vzx3 Yn3cos( x; -x3 =- 93 ) Vz Yssin( x =x -23 ) 
L + Vx Yo3cos(x1 — xq -Qz ) 


(6. 156) 
个 矩阵 的 秩 为 3 ， 因 此 这 组 量 测量 张 满 了 此 电力 系统 的 状态 空间 。 
a 
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l 
0. 010? 








(6. 157) 


0. 0757 


使 加 权 误 差 最 小 化 的 求解 状态 x 的 Newton - Raphson 迭代 式 为 


[Hi (a*) ROTH, (x) [x -x*] =H (x )R [zs -h(x )] 


AC 1: 


(6. 158) 


求解 状态 估计 问题 的 初始 条 件 与 求解 潮流 方程 相同 ， 即 平 启动 方式 ， 也 就 是 
设置 电压 的 模 值 为 1， 相 角 为 0。 在 初始 条 件 下 测量 函数 (x) 的 值 为 





h(x?) = 


在 初始 条 件 下 偏 导数 矩阵 H, 的 值 为 
0 
0 
-0. 2257 
-9. 9010 
-1.2158 
式 (6.155) 的 非 线性 函数 为 


H = 


x 


F(x?) = 


状态 量 的 增 量 更 新 值 为 


状态 量 的 更 新 值 为 


1. 0000 
0. 0202 
- 0. 0664 
一 0. 0198 
-0. 1914 


0 
- 10. 0990 


0 

20. 0000 
0. 9901 
-0. 0119 
—0. 0625 
-0. 0154 


0. 5655 
- 1. 4805 
-0. 2250 


| 


| 
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ô] f -0.0119 
5; |=| -0.0625 
v! 0. 9846 
式 中 ，2 和 53 的 单位 是 rad。 首 次 迭代 的 误差 为 
e° =1. 4805 
EAR 2: 
使 用 更 新 后 的 值 重 新 计算 Newton - Raphson i& ft: 
0. 9846 
0. 6585 
h(x!) =| -0.0634 
- 1. 1599 
- 0. 0724 
MF BOE ME H, 为 
0 0 1. 0000 
0 -9.9858 -0.3774 
-0. 2660 0 0 


-9.6864 19.5480 0.7715 
-0.7468 0.4809 -9. 9384 
采用 更 新 后 的 值 计算 非 线 性 函数 得 





0. 0113 
F(x!) =| -0.0258 
0. 0091 
状态 量 的 更 新 值 为 
0. 0007 
Ax? =| -0.0008 
0. 0013 
得 第 2 次 迭代 的 状态 量 为 
55 -0.0113 
& |=| -0.0633 
y 0. 9858 
第 2 RIERREN 
el =0. 0258 





此 次 迭代 显然 已 收敛 。 收 敛 后 使 加 权 测 量 误差 最 小 化 的 状态 量 为 
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-0.0113 
-0. 0633 
0. 9858 
为 了 检查 是 否 存在 坏 数据 ， 将 测量 误差 平方 的 加 权 和 与 自由 度 大 =2 和 显著 
PEKE a =0.01 的 x 分 布 进行 对 比 。 测 量 误差 平方 的 加 权 和 为 


S1 
= > (z; - h;(x))? 
ge 


x= 























_ ( -0.0108)? ; (0. 0015)? pe -0. 0184)? n (0. 0008)? £ —0. 0001 )? 
~ 0.010? 0. 0507 0. 075? 0. 0507 0. 0757 
= 1.2335 


此 值 小 于 X00 =9.21， 故 有 理由 相信 数据 良好 ， 不 存在 任何 虚假 的 量 测量 。 





6.5 问题 





PDMW 
1. 一 个 三 机 电厂 的 燃料 费用 如 下 : 500 
F, :173. 61 +8. 670P, +0.00230P? 美元 /MWh 
F, :180. 68 +9. 039P, +0. 00238P3 美元 /MWh 
300 


F, :182. 62 +9. 190P; +0.00235P3 美元 /MWh 

该 电厂 的 热 负 荷 曲线 如 图 6. 8 所 示 。 计 算 并 20 | 
画 出 每 台 机 组 的 最 优 出 力 和 整个 电厂 的 增 量 | 
费用 (A). ! 











2. 采用 最 小 二 乘法 根据 下 面 的 测量 数据 10 20 24 
求 如 下 函数 的 最 优 系数 co 和 ci 。 uh 
f(x) =co+cix 图 6.8 问题 1 的 负荷 曲线 
ae Fa 
1 -2.1 
3 -0.9 
4 -0.6 
6 0.6 


7 0.9 





3. RH RAIRE FE TN HE OR MF PRC Te EARL ao, ay M a,。 
此 函数 描述 了 潮汐 在 12h 间隔 内 的 运动 。 
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. 27t 27t 
f(t) =a tasin T7 +a2cos T7 


t f(t) 





0 1.0 
2 1.6 
4 1.4 
6 0.6 
8 0.2 
10 0.8 


4. 最 小 化 -7x; -3x +x3， 约 束 条 件 为 
xı +x +x &15 
2x, = 3x; +x; £10 
xi 一 5%2 -x3 S0 
XXX, 20 
(a) 使 用 单纯 形 法 。 
(b) 使 用 原始 仿 射 方法 ， 取 a =0.9。 
两 种 方法 都 用 松弛 变量 x4, xs, xe 进行 增 广 ， 并 采用 初始 可 行 解 向 量 x = 
[1 1 1 12 10 5]" 启动 。 
5. 采用 最 速 下 降 法 ， 最 小 化 xi ta, ZARA 
x+2xix +3x2 -1=0 
6. 求 目 标 函 数 C: x? +45 tux, +zxa +1 最 小 值 。 约 束 条 件 为 


(a) xicos(x;) +%5 —u,cos(x,) =1 





xj =% +3u, 三 一 3 
(b) x, cos(x,) +x3 —u,cos(x,) =1 
Xj — Wy +3u, = -3 
u, = -0.8 
(c) x,cos(x)) +x3 —u,cos(x,) =1 
站 二 +3uUy = - 
x, S0. 30 
EAE Til KZ f(x,) = ae’(2-9 E a Alb 是正 的 常数 ,，c 是 函数 的 偏 
移 量 。 
WEK x = [00]', uw = [00], 取 y=0.05。 也 可 以 取 其 他 的 y 值 进 
行 试验 。 停 止 计 算 的 准则 是 | yC | 大 0.01 。 
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7. 用 SQP 方法 重新 做 问题 6。 
8. 考虑 如 图 6. 9 所 示 的 系统 ， 母 线 和 线路 数据 如 下 : 


Q 


— 1 2 
































a | Pisin 
P, +40 
Ly ely 
Mri a 
C) P,Q; 
图 6.9 三 母线 系统 
线路 R X B 
j=% 0. 01 0.1 0. 050 
1-3 0. 05 0.1 0. 025 
| 0. 05 0.1 0. 025 
母线 IVI P, Q, 
1 1.00 0.35 0. 10 
2 1.02 0. 40 0. 25 
3 1.02 0.25 0. 10 











发 电机 的 燃料 费用 如 下 : 
Fy2Pe hL Sr, 
F, :2Po, + Pe. 
F; :2. 5P¢, +0. 5P%, 
(a) 采用 等 增 量 费用 准则 ， 求 发 电机 组 的 最 优 功率 分 配方 案 ， 记 住 这 种 方 
法 是 忽略 系统 损耗 的 。 
(b) 采用 (a) 的 解 作为 初始 控制 向 量 ， 并 采用 最 速 下 降 法 求解 考虑 系统 损 
耗 后 的 发 电机 组 的 最 优 功率 分 配方 案 。 
(c) 现在 假定 发 电机 出 力 具 有 如 下 的 约束 条 件 ， 重 新 做 一 遍 (b): 
F,:P¢,+1.5P2, 0<Pe <0.6 
F,:2P¢, +P} 0<Po, <0.4 
Fy :2.5P¢, +0.5P%, O0<P¢,<0.1 
(d) 将 发 电机 出 力 与 费用 函数 联系 起 来 ， 解 释 你 的 结 
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9. 对 于 如 图 6.9 所 示 的 系统 ， 具 有 如 下 的 量 测 数据 .: 





v, 1. 04 
V; 0. 98 
Po 0.58 
Po 0. 30 
Po, 0. 14 
Po 0. 12 
Py -0.04 
Pi 0. 10 


FP of = (0.01)7, op, = (0.015)’, op, = (0.02), 
根据 系统 的 状态 ， 求 误差 ， 并 用 显著 性 水 平 a =0.01 EY x? 检验 检测 是 否 存 














第 7 章 特征 值 问题 


小 信号 稳定 性 指 的 是 一 个 系统 在 受到 小 扰动 时 保持 稳定 的 能 力 。 小 信号 分 析 
能 够 提供 有 关系 统 内 在 动态 特性 的 有 用 信息 ， 有 助 于 系统 的 设计 、 运 行 和 控制 。 
时 域 仿真 和 特征 值 分 析 是 研究 系统 稳定 性 的 两 种 主要 途径 。 

寺 征 值 分 析 被 广泛 用 于 小 信号 稳定 性 研究 。 一 个 系统 在 小 扰动 下 的 动态 行为 
可 以 通过 计算 系统 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 来 确定 。 特 征 值 的 位 置 可 以 用 来 分 析 
系统 的 性 能 。 此 外 ,特征 向 量 可 用 来 估计 不 同 状 态 参 与 不 同 扰动 模式 的 相对 
程度 。 

如 果 存 在 一 个 非 零 的 n x 1 向 量 v 满 足 

Av = Av (7.1) 

则 定义 标量 入 为 n x on FMEA 的 特征 值 ， 而 wv 便 是 和 A 对 应 的 右 特征 向 量 。 如 果 
存在 一 个 非 零 向 量 w 满足 












































w'A=Aw" (7.2) 
W w 便 是 一 个 左 特征 向 量 。4 的 所 有 特征 值 构成 的 集合 被 称 为 4 的 谱 。 除 非 男 有 
说 明 ， 通 常 术语 “特征 向 量 ” 指 的 是 右 特征 向 量 。 式 (7. 1) 的 特征 值 问题 被 称 
为 标准 特征 值 问题 。 式 (7.1) 可 以 被 写成 
(A-ADv=0 (7.3) 
从 而 可 以 看 作 是 关于 x 的 齐 次 方程 组 。 这 个 方程 组 具有 非 平凡 解 的 条 件 是 行列 式 
det(A - AI) =0 
上 述 行列 式 方程 也 被 称 为 4 的 特征 方程 ， 是 一 个 入 的 n 次 多 项 式 。n x n EREA 
的 特征 值 是 其 特征 方程 的 根 
A tep APT] te, A" +…+co=0 (7.4) 
因此 ， 特 征 方程 存在 n 个 根 (可 以 是 实数 或 复数 ) 。 每 个 根 同 时 又 是 矩阵 4 的 一 
个 特征 值 。 
















































































7.1 ik 


PAER n x n EE A 的 主 特征 值 的 最 常见 方法 之 一 。 主 特征 值 指 的 是 绝 
对 值 最 大 的 特征 值 。 因 此 ， 如 果 AL, A;，…, A, 是 4 ORIEL, BBA A, FE A AY 
主 特征 值 ， 意 味 着 对 于 所 有 的 i = 2，…,n,， 有 

IA, 1 > 1A, (7.5) 
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宕 法 实际 上 是 一 种 求 与 矩阵 4 的 主 特征 值 对 应 的 特征 向 量 wv 的 方法 。 一旦 
特征 向 量 确 定 ， 则 对 应 的 特征 值 便 可 以 通过 Rayleigh 商 提 取出 来 : 


四 (Av,v) 
A= lina (7.6) 


RRE E vw 的 途径 是 采用 迭代 法 。 首 先 确定 一 个 初始 猜测 向 量 o, E 
构造 一 系列 的 近似 向 量 上 **， 期 望 当 趋向 于 无 穷 时 该 序列 能 够 收敛 。 客 法 的 迭代 
步骤 是 直接 明了 的 。 

窜 法 的 迭代 步骤 : 

1. S k =0 FARNIER n x 1 向量 作为 四 

2. wt! = Av" 























3. appi = || w**? | 
k+l 
k+1 _W 
4. v ~ „k+l 


Qa 

5， 当 满足 oft! -o || <e 时 迭代 结束 。 否 则 , kak +] ， 跳 到 第 2 步 

第 4 步 中 除 以 范 数 的 运算 并 不 是 一 个 必需 的 步骤 ,但 它 保 证 了 特征 向 量 值 的 
范围 接近 于 1。 考 虑 到 一 个 标量 乘 上 矩阵 4 的 特征 向 量 后 仍然 是 矩阵 4 的 特征 向 
量 ， 因 此 规格 化 并 没有 不 良 后 果 。 然 而 ， 如 果 没 有 第 4 步 使 对 所 有 的 都 有 
a! =1， 那 么 更 新 后 的 向 量 的 值 可 能 会 增加 或 减 小 到 影响 计算 机 精度 的 程度 。 

例 7.1 使 用 寡 法 求 如 下 矩阵 与 主 特征 值 对 应 的 特征 向 量 : 

| 6 ;| 
-8 3 


解 7.1 令 初 始 猜 测 向 量 加 = [1 1] ， 则 


4 
w! =a =| | 
-5 


a! = || w! || =6. 4031 
| 0. a 
v= 

-0. 7809 

a 


一 7. 3402 
a? = || w? || =9. 0594 


: -| | 
” =| -0.8102 
ARETE ARE BU E AS ARRE E E 


i -| | 
” =| _9. 8110 














wep 

















第 2 次 迭代 为 


w =A*y! -| 
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根据 此 特征 向 量 ， 可 以 计算 出 相应 的 特征 值 : 


- 6 -2]r 0.5851 
[0. 5851 -0.81107 | || | 
-8 3 [| -0.8110| 8.7720 
| =] 

-0. 8110 
这 正 是 矩阵 4 的 最 大 特征 值 (最 小 特征 值 为 0. 2280 ) 。 

为 了 说 明 为 什么 容 法 能 够 收敛 到 主 特征 向 量 ， 可 以 将 初始 猜测 向 量 ww 表示 
为 如 下 的 线性 组 合 形式 : 








人 = =8. 7720 





[0.5851 -0.8110] | 














P = > Biv; (7.7) 
isf 
式 中 , vw; 是 4 的 实际 特征 向 量 , B; 是 使 式 (7.7) BOL ARM, Kia EMRE 
(不 失 一 般 性 可 以 认为 对 所 有 有，a* = 1 都 成 立 ) 得 到 


pith = Ay" = Áy"! 三 = 44+170 
= yale = an > À; kri 
= i Bw; =A | Bim, + 一 | pri 
i=l i=2 \A, 


因为 
<1 1=2,.…,n 


当 上 不 断 增 大 时 ， 这 些 项 会 趋 于 0， 只 有 与 对 应 的 部 分 被 保留 下 来 。 

当 存 在 两 个 具有 相同 绝对 值 的 最 大 特征 值 时 ， 震 法 就 会 失败 。 考 虑 到 实 和 矩阵 
A 的 特征 值 一 般 为 复数 并 且 以 共 思 对 的 形式 存在 (两 者 必然 有 相等 的 绝对 值 )。 
因此 ， 如 果 A 的 最 大 特征 值 不 是 实数 ， 那 么 窜 法 必然 无 法 收敛 。 由 于 这 个 原因 ， 
只 对 已 知 其 特征 值 为 实数 的 矩阵 使 用 宪法 是 明智 的 。 在 其 特征 值 为 实数 的 所 有 甜 
阵 中 ， 对 称 和 矩阵 是 其 中 的 一 类 。 

还 存在 一 种 情况 ， 使 用 宪法 无 法 收敛 到 主 特征 值 对 应 的 特征 向 量 。 这 种 情况 
ZEB =0 时 发 生 。 这 意味 着 初始 向 量 vo 不 包含 特征 向 量 vw。 在 这 种 情况 下 ， 
窜 法 会 收敛 到 与 绝对 值 第 二 大 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 ， 当 然 这 里 假定 了 o 
包含 此 特征 向 量 。 

短 法 的 收敛 速度 取决 于 比值 


法 会 收敛 得 很 慢 ， 需 要 很 多 次 的 迭代 才能 得 到 符合 精度 要 求 的 结果 。 
存在 儿 种 窜 法 的 扩展 方法 。 例 如 ， 如 果 需 要 求 的 是 绝对 值 最 小 的 特征 值 而 不 


是 主 特征 信 ， 那 么 可 以 将 军法 应 用 于 4-!1。 因 为 4-! 的 特征 信 是 二 ， 反 









































。 因 此 如 果 1A; | RIA, Ib, WAR 





A, 
Ai 








i 
? Aa 
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宕 法 的 收敛 结 将 会 是 二 。 


男 一 种 扩展 方法 是 频谱 移 位 。 这 个 方法 利用 了 A - 的 特征 值 是 和 Al -a， 

, Àn -4 这 个 性 质 。 这 样 ， 在 计算 出 了 第 一 个 特征 值 A 后 ， 可 以 将 宪法 再 次 
应 用 于 移 位 矩阵 4 -AT 上。 这 将 会 使 得 第 一 个 特征 值 减 小 到 0， 此 时 震 法 将 会 
同和 A 一 A，…， A, -Ai 中 绝对 值 最 大 的 那 一 个 收敛 。 











7.2 QR 法 


求解 特征 值 问题 的 很 多 方法 都 是 基于 一 系列 正 交 相似 变换 。 因 为 如 果 P 是 
任意 非 奇 异 和 矩阵， 那么 矩阵 4 和 PAP 具有 相同 的 特征 值 。 更 进一步 ， 如 果 vw 是 
4 的 一 个 特征 癌 量 ,那么 Po 便 是 PAP 的 一 个 特征 向 量 。 这 样 ， 如 果 P AE TERS 
矩阵， 特征 值 问题 的 条 件数 就 不 会 受到 影响 。 这 便 是 相似 变换 法 的 基础 。 

QR 法 1?'' 引 是 矩阵 特征 值 计算 中 得 到 最 广泛 应 用 的 分 解法 之 一 。 它 使 用 
一 系列 正 交 相 似 变换 1,*”] ， 按 如 下 公式 




















Ary = RQ; 
构造 矩阵 迭代 系列 4=40，4i ，4,，… ( 译 者 注 : 一 般 情 况 下 ， 此 和 矩阵 序列 “ 基 
本 ”收敛 于 一 个 上 三 角 阵 或 分 块 上 三 角 阵 ， 即 主 对 角 线 或 主 对 角 线 子 块 以 下 元 
素 均 收 剑 于 0， 从 而 可 以 直接 读 取 和 矩阵 的 特征 值 ) 。 
与 LU 分 解法 类 似 ， 和 矩阵 4 也 可 以 被 分 解 为 两 个 矩阵 ; 








A=QR (7.8) 
st, 0 是 一 个 酉 矩阵 , REA ESAS, HEE 0 为 满足 下 式 的 矩阵 ; 
QQ* =Q*Q=I (7.9) 


式 中 ，( * ) mses. 
PS EE HY Bil A 
0 1 cos0O -sin 
r= |， ,| Q: = ae cosO | 


同时 ， 着 和 矩阵 的 逆 就 是 其 共 斩 转 置 矩 阵 

Q0- =0* 
这 个 分 解 导致 4 的 列 向 量 La, a, 0, a) 5 WIE fa, g, e qa] 
存在 如 下 关系 
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a, = -Prk = = |， (7.10) 





列 向 量 a, ay, a, 必须 从 左 到 右 依次 正 交 归 一 化 为 组 标准 正 交 基 qi, q2, 
e, dno 

QR 法 在 具体 实施 时 ， 常 见 的 做 法 是 先 将 矩阵 4 变换 为 一 个 具有 相同 特征 值 
的 Hessenberg SEREH, WAXER H (EH QR 法 。 这 样 ， 和 矩阵 五 最 终 被 变换 为 一 
个 “基本 ”上 三 角 和 矩阵 ， 特 征 值 就 可 以 从 其 对 角 线 上 读 出 。Hessenberg 矩阵 大 致 
上 是 一 个 上 三 角 和 矩阵 ， 只 是 其 主 对 角 线 下 方 的 次 对 角 线 元 素 非 零 。 将 矩阵 4 先 
约 简 为 Hessenberg 矩阵， 再 对 Hessenberg 和 矩阵 实施 QR 算法 的 原因 是 ， 这 样 做 比 
直接 对 和 矩阵 4 实施 QR 算法 计算 量 要 小 得 多 

EKER A 约 简 为 Hessenberg 矩阵 的 方法 之 _ 是 Householder 法 。 可 以 证 明 ， 














对 每 个 nxn EREA, FE n —2 个 Householder SE H,, Hy, =, 万 ，， 使 得 
Q =H, 2° Hy H, 
A 
P=Q*AQ 

















fi— Hessenberg 4E REL], SERE H &—^ Householder FARE, WRI E 





v v 
注意 ，Householder 4E ME lA) FF tHE PS FEM, AE E " 使 其 满足 
mansella (7.11) 
式 中 ， 符 号 的 正 负 选 择 应 该 使 得 |v, PARN, e 是 7 的 第 ; 列 ，a; 是 4 的 第 
i 列 。 
例 7.2 XR A 进行 QR 分 解 











1348 
|2123 
14358 
9274 
解 7.2 施加 第 1 REKK H EEEE A 的 第 1 列 在 主 对 角 线 以 下 的 元 素 
变 为 0， 因 此 根据 上 面 的 公式 有 
v =a, +e, || a, || 2 
1 1 
2 0 
=| |+10. 0995 
4 0 
9 0 
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11. 0995 
2. 0000 
~| 4.0000 
9. 0000 
从 而 有 
H, =1-2 pivi 
(vë o) 
1000 11. 0995 
-0199| 2 | 20000 | -10995 2. 0000 4. 0000 9. 0000] 
0010| 224.1990 | 4.0000 
L0001 9. 0000 


p -0.0990 -0.1980 -0.3961 -0.8911 
-0.1980 0.9643 -0.0714 -0.1606 
-0.3961 -0.0714 0.8573 -0.3211 
L -0.8911 -0.1606 -0.3211 0.2774 
-10.0995 -3.4655 -9.0103 -8.1192 
0 -0.1650 -0.3443 0.0955 
0 0.6700 0.3114 2.1910 
0 -3.2425 -3.5494 -9.0702 
第 2 次 变换 将 针对 上 述 约 简 后 的 矩阵 中 去 除了 第 1 行 和 第 1 列 的 部 分 进行 ， 
因此 





HiA= 





v =a +e || a, ||. 

T -0. 1650 1 
0. 6700 | +3. 3151] 0 

L -3.2425 0 

| 3.1501 

=| 0.6700 

L -3.2425 





从 而 得 到 
vwy 


(v2 Vy) 





H, =1-2 
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- 10. 0995 


从 而 得 到 


R =H,H,H,A = 


Q =H, fH, = 


m — 10. 0995 
0 
0 
L 0 
r 一 0. 0990 
-0. 1980 
-0. 3961 
L —0. 8911 





可 以 证 明 4= OR， 并 且 0* =07!, 


QR 分 解 中 的 消去 运算 可 以 认为 是 Gauss 消去 法 的 一 种 替代 算法 。 然 而 ， 





1 

0 0. 0498 
0 -0.2021 
0 0.9781 


— 3.4655 
=3. 3151 
0 
0 


0 
0. 8313 
0. 5558 


-3. 4655 
=3.3151 
0 
0 


- 0. 8014 
- 0. 0946 
- 0. 4909 

0. 3283 


0 


一 9. 0103 
=3. 5517 
一 0. 3708 
一 0. 2479 


0. 5558 
=0. 8313 


=9, 0103 
=3 3317 
一 0. 4460 


- 0. 5860 
0. 2700 
0. 7000 

- 0. 3060 





0 0 


-0. 2021 0. 9781 
0. 9570 0. 2080 
0.2080 -0. 0068 


—8. 1192 
=9, 3096 
0. 1907 
0. 6108 


-8. 1192 

=9, 3096 

0. 4980 

一 0. 4018 
- 0. 0670 
— 0. 9375 
0. 3348 
0. 0670 


其 


aN 


所 需 的 乘法 和 除法 次 数 是 Gauss 消去 法 的 两 倍 。 因 此 ，QR 分 解 很 少 被 用 来 求解 


线性 方程 组 ， 但 它 在 特 和 
尽管 特征 值 问题 归结 ; 








但 实际 上 求解 这 组 代数 方程 是 困难 的 。 计 算 特 生 
不 很 适合 于 计算 机 。 事 实 上 ， 不 存在 一 般 性 的 直接 方法 可 以 在 有 限 步 内 求 出 特征 








F 值 计算 中 发 挥 了 重要 的 作用 。 
一 组 简单 代数 方程 的 求解 问题 ， 


det(A - AI) =0 








方程 的 根 或 一 个 矩阵 的 零 空 间 并 





(Eo Pl wees i a ah a8 PRT Tr EE AE 

QR 法 通常 被 用 来 计算 满 矩 阵 的 特征 
，QR 法 构造 一 系列 相似 变换 

Ar = QF Ay -1Q; 

AP, A, 与 矩阵 4 相似 。 对 4 重复 进行 QR 分 解 使 得 副 对 角 线 上 的 元 素 逐 

值 按照 模 值 降序 出 现在 A, 的 对 角 线 上 。 


样 [13] 


为 0。 在 最 终 的 收敛 结果 中 ， 特 征 
求 例 7. 2 中 的 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 


解 7.3 第 1 个 目标 是 要 通过 QR 法 求 出 矩阵 A 的 特征 


例 7.3 








值 和 特征 


FIN TIE EAE ERA 











Qr OQ, =! 
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E 值 的 近似 值 。 
问 量 。 如 Francis 所 提出 的 那 


(7. 12) 
渐变 





值 。 根 据 例 7.2 已 有 





的 结果 ， 得 到 第 1 次 QR 分 解 产生 的 和 矩阵 Qo 为 
-0.0990 0.8014 0.5860 -0.0670 
-0.1980 0.0946 -0.2700 -0.9375 
" | -0.3961 0.4909 -0.7000 0.3348 
-0.8911 -0.3283 0.3060 0.0670 
28 XE FEE A 标 为 4。， 第 1 次 更 新 的 矩阵 4 由 下 式 计 算得 到 
A; =Qo 4o0o 
12.4902 -10.1801 -1.1599 0.3647 
-10.3593 -0.9987 -0.5326 -1.2954 
| 0.2672 0.3824 -0.4646 0.1160 
0. 3580 0.1319 -0.1230 -0.0269 
Xt A, 进行 QR 分 解 得 到 O, 
-0.7694 -0.6379 -0.0324 -0.0006 
0.6382 -0.7660 -0.0733 0.0252 
! | -0.0165 0.0687 -0.9570 -0.2812 
-0.0221 0.0398 -0.2786 0.9593 
HERE A, 为 
A, =QČA Qı 
17.0913 4.8455 -0.2315 -1.0310 
4.6173 -5.4778 -1.8116 0.6064 
| 20.0087 0.0373 -0.5260 -0.1757 
0.0020 -0.0036 0.0254 -0.0875 
注意 ， 在 对 角 线 下 的 元 素 逐 渐 减 小 到 0。 这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 ， 最 


EA. 为 


终 得 到 的 矩 
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18. 0425 0. 2133 -0.5180 -0.9293 
0 -6.4172 -1.8164 0. 6903 


A, = (7.13) 
0 0 -0.5269 -0.1972 
0 0 0 -0.0983 
FEAE A ,的 对 角 线 上 ， 并 且 是 按 模 值 降 序 排列 的 。 因 此 特征 值 是 
18. 0425 
-6. 4172 
Aga = 

-0. 5269 
-0. 0983 








下 一 步 是 求 出 对 应 于 每 个 特征 值 的 特征 向 量 。 考 虑 到 对 每 个 特征 值 及 其 对 应 
的 特征 向 量 有 








Av, =à; i=1,,n (7. 14) 
sk (7.14) 也 可 以 被 写成 
Av; — Av; =0 
也 就 是 说 ， 和 矩阵 4 -A 是 奇异 矩阵 。 因 此， ERA3 行 〈 或 列 ) 是 独立 的 。 根 
据 这 个 事实 ， 一 旦 求 出 特征 值 ， 就 可 以 确定 特征 向 量 。 既 然 4 -Ai7 不 是 满 秩 的 ， 
则 特征 向 量 w 的 元 素 之 一 可 以 任意 选择 。 因 此 第 1 步 ， 将 4 - A 进行 分 块 : 


ai C1 2n 
4 -AiT= 
aon 1 C2m 2n 
式 中 ， dj 是 一 个 标量 ， dy 2 是 一 个 1 x (n -1) 的 向 量 ， au 1 是 一 个 (n -1) xl 的 


向 量 ，oz 是 一 个 (2 -1) x(n-1) 的 秩 为 (n-1) 的 矩阵 。 然 后 令 w(1) = 
1， 并 求解 特征 向 量 的 剩余 部 分 。 














v;(2) 
vi(3) 
: = = Annan 10; (1) (7.15) 
v;(n) 
现在 更 新 w(1) 为 
v;(2) 
vi(3) 
vi(1) -a * . 
11 


vi(n) 
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这 样 对 应 于 A; 的 特征 向 量 为 





v,(1) 
v;(2) 


v = 


vi(n) 
最 后 一 步 是 对 特征 向 量 进行 归 一 化 ， 因 此 
Di 
"= ol 

因此 ， 对 应 于 特征 值 构成 的 向 量 

A=[18.0425 -6.4172 -0.5269 -0.0983 ] 
相对 应 的 特征 向 量 为 

0. 4698 0. 6158 0. 3673 0. 0932 

0. 2329 0.0539 | | -0. 5644 0. 9344 

0.5800 | | 0.2837 | | -0.5949 | | -0.2463 

0. 6234] L -0.7330 0. 43901 L -0. 2400 





7.2.1 移 位 QR 法 


在 很 多 情况 下 ，QR 迭代 法 收 和 敛 很 慢 。 然 而 ， 如 果 事 先知 道 一 个 或 多 个 特征 
值 的 部 分 信息 ， 那 么 有 很 多 技术 可 以 用 来 加 速 迭代 的 收敛 过 程 。 其 中 的 一 种 便 是 
移 位 QR 法 ， 该 方法 在 每 一 次 迭代 时 引入 了 一 个 移 位 系数 o， 使 得 第 次 QR 分 
解 对 如 下 矩阵 进行 : 





A, -ol=Q,R,, 
Any, =Q; (A, - 01) Q, + ol 

如 果 e 是 某 个 特征 值 的 良好 估计 值 ， 那 么 A, ERER (n,n -1) 元 素 会 很 快 地 
KAEO, A ERER (n, n) 元 素 会 收敛 到 接近 o, 的 特征 值 。 一 旦 这 种 情况 发 
生 ， 便 可 以 进一步 使 用 新 的 移 位 系数 。 

例 7.4 利用 移 位 QR 法 重 做 例 7.3。 

解 7.4 ”开始 时 令 移 位 系数 o =15， 它 接近 于 特征 值 18. 0425。 这 样 ， 收 敛 
到 此 特征 值 的 过 程 将 会 加 快 。 将 给 定 的 矩阵 4 NEN Ao, XI Ay -ol 进行 QR 分 解 
可 以 得 到 
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—0. 8124 0. 0764 0.2230 0.5334 
0.1161 -0.9417 -0.0098 0.3158 
0. 2321 0.2427 -0.7122 0.6164 
0. 5222 0. 2203 0.6655 0. 4856 


o= 


代入 公式 

A, =Q6 (Ay - 1) Qg +01 
-4.9024 0.8831 -1.6174 2.5476 
-0.2869 0.0780 -0.1823 1.7775 
-2.9457 0.5894 -1.5086 2.3300 
2.5090 1.0584 3.1975 17.3330 
目标 特征 值 (A =18. 0425) SEMEA THA, KAMA ERKER, hj ,1(n, n) -0 
将 是 对 角 线 上 模 值 最 小 的 。 考 虑 到 特征 值 在 对 角 线 上 是 从 大 到 小 排列 的 ， 而 最 大 
的 特征 值 被 o 移 位 了 ， 因 此 现在 变 成 了 模 值 最 小 的 了 。 收 敛 过 程 可 以 通过 在 每 
一 步 迭 代 中 更 新 o 来 进一步 加 速 ， 比 如 取 ou A(n, 2). HE-BMERS 
例 7. 3 一 样 。 


7.2.2 缩减 法 


QR 法 计算 特征 值 的 收敛 速度 在 很 大 程度 上 取决 于 特征 值 彼此 之 间 的 相对 位 
A, EEA -o 的 特征 值 为 A, -o, i=l, =, no WR o 取 最 小 的 特征 值 A, 的 
近似 值 ， 那 么 An -0 就 会 很 小 。 这 会 加 速 和 矩阵 最 后 一 行 的 收敛 过 程 。 因 为 
lA, -ol 
Vso 
一 旦 最 后 一 行 的 元 素 变 为 0， 和 矩阵 的 最 后 一 行 和 最 后 一 列 可 以 被 忽略 。 这 意味 着 
最 小 的 特征 值 通过 移 走 最 后 一 行 和 最 后 一 列 被 缩减 掉 了 。 通 过 将 o 取 接 近 于 
A，1 的 值 ， 这 个 过 程 可 以 继续 在 余下 的 (n-1) x(n-1) FEM ERR, KATE 
用 移 位 和 缩减 两 种 方法 可 以 大 大 提高 收敛 速度 。 此 外 ， 如 果 只 需要 求 某 特定 模 值 
的 特征 值 ， 这 个 特征 值 可 以 通过 移 位 法 隔离 出 来 。 在 最 后 一 行 变 为 0 之 后 ， 该 特 
征 值 就 已 求 得 ， 因 而 不 再 需要 继续 剩余 的 QR TEAK. 


1 三 

















<1 


























7.3 Arnoldi 法 


对 于 大 型 互联 系统 ， 受 计算 机 内 存 和 计算 速度 的 限制 ， SR AA SER AS FB EY 
所 有 特征 值 ， 要 么 不 可 能 ， 要 么 极其 困难 。Arnoldi 法 是 用 迭代 方法 计算 nxn 算 
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阵 个 特征 值 的 算法 ， 这 里 的 有 比 n 小 得 多 。 因 此 这 个 方法 绕 过 了 很 多 大 型 矩阵 
运算 所 构成 的 障碍 ， 而 这 些 大 型 矩阵 运算 在 诸如 QR 分 解 那样 的 算法 中 是 不 可 避 
免 的 。 如 果 个 特征 值 是 经 过 挑选 的 ， 就 可 以 提供 丰富 的 关于 待 研 系统 的 信息 ， 
而 不 一 定 需 要 得 到 所 有 的 特征 值 。Arnoldi 法 最 早 是 由 参考 文献 [2] 提出 的 , 但 
存在 诸如 失去 正 交 性 和 收敛 速度 慢 等 不 良 数值 计算 特性 。 对 Arnoldi 法 的 多 种 改 
进 已 克服 了 这 些 缺 点 。 改 进 的 Arnoldi 法 (MAM) 已 在 电力 系统 相关 的 特征 值 计 
算 中 经 常 得 到 应 用 [3.5 。 这 个 方法 引入 了 预 处 理 和 显 式 重启 动 技 术 来 保持 正 交 
性 。 然 而 不 幸 的 是 ， 显 式 重 启动 经 常会 丢失 有 用 信息 。 通 过 引入 隐 式 移 位 QR 分 
解 过 程 ， 隐 式 重 启动 Amoldi (IRA) 法 [$1 解决 了 上 述 显 式 重启 动 所 存在 的 问 
fA, FASE IRA 法 已 开发 出 了 多 种 商业 软件 包 ， 其 中 包括 著名 的 ARPACK 软件 包 
和 Matlab 的 speig 程序 。 
Arnoldi 法 的 基本 思路 是 通过 迭代 不 断 更 新 一 个 低 阶 的 矩阵 万 ,使 五 的 特征 
值 逐 次 逼近 高 阶 和 矩阵 4 中 已 选 定 的 特征 值 : 
AV=VH;V*V=I (7. 16) 
AP, V 是 一 个 n xk Kae; HE—*k xk AY Hessenberg 矩阵。 随 着 此 方法 的 展 
F, ERE H WIARE A 的 特征 值 ， 有 
HV, = VD (7.17) 
SUP, V et kxk FER, CIEE H WREE GE A 的 特征 向 量 ) ， 
D 是 一 个 xk 矩阵， 其 对 角 元 是 矩阵 及 的 特征 值 (逼近 A 的 特征 值 )。Arnoldi 
法 是 一 种 正 交 投影 到 Krylov 子 空间 上 的 方法 。 
Arnoldi 法 的 计算 过 程 是 一 种 构造 Krylov 子 空间 正 交 基 的 过 程 。 其 中 的 一 种 
做 法 如 下 : 










































































k #2 Arnoldi 分 解 算法 
开始 设 定 一 个 单位 范 数 的 向 量 w ， 对 于 7=1，…, 进行 计算 . 
1. H(i, j) Se AV 5 i=1, =, j 


i 
2; w; = Av; 一 2, HG 


3. AGj+1,7) = |w ll. 
4. HG+, j) =0 时 ,停止 计算 
WwW: 
ee O 
5. el HCO+1, j) 


每 一 步 算法 都 用 先前 的 Arnoldi 向 量 vj FEV A ， 然 后 对 得 到 的 向 量 i 进行 
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相对 于 先前 所 有 六 的 正 交 归 一 化 。 上 大 步 Amoldi 分 解 的 结果 如 图 7. 1 所 示 ， 并 可 
用 下 式 表示 : 





AV, =V,H, + we! (7. 18) 
AH, V= [v, v, 0, vj] 的 各 列 构成 了 Krylov 子 空间 的 一 个 正 交 归 一 化 基 ， 
而 五 是 4 在 这 个 子 空间 上 的 正 交 投影 。 期 望 | wi || 尽量 小 ， 因 为 这 意味 着 也 的 
特征 值 已 精确 逼近 4 的 特征 值 。 然 而 ， 这 个 收敛 过 程 是 以 对 VV 进行 数值 正 交 化 
为 代价 的 。 因 此 , k Armoldi 分 解 需 重新 启动 ， 以 保持 正 交 性 。 











T 
A Vn xk Va xk Ay Wek 



































-p r k k k 


图 7.1 k2 Arnoldi 分 解 的 结果 








隐 式 重启 动 过 程 提供 了 一 种 从 很 大 的 Krylov 子 空间 中 提取 丰富 信息 的 方法 ， 
并 避免 了 标准 方法 中 存在 的 存储 问题 和 不 良 数值 特性 。 这 是 通过 使 用 移 位 QR 法 
不 停 地 将 信息 压缩 到 一 个 固定 维 数 的 维 子 空间 中 来 实现 的 。 隐 式 重启 动 过 程 将 
(k+p) 步 Arnoldi 分 解 
AVi ss = VrpHirp + werpektp (7. 19) 
中 的 感 兴趣 的 特征 值 信息 压缩 到 长 度 为 的 Arnoldi 分 解 中 。 这 是 基于 QR 法 并 
KH p 次 移 位 来 实现 的 ， 其 结果 为 
A Vrap = Vr, Her + wer (7. 20) 
式 中 ， ae = Visp Qs Fis =Q°* Hi ,0, wh wi rp tag Qo 可 以 证 明 ， 向量 
ekp 的 前 -1 个 元 素 为 014] 。 令 上 述 等 式 两 侧 前 面 的 左 列 相等 ， 就 得 到 一 个 
EP THY k Arnoldi 分 解 ， 从 而 提供 了 将 撕 步 Arnoldi 分 解 扩展 为 (k+p) 步 
Arnoldi 分 解 的 重启 动向 量 集 。(k +p) 步 Arnoldi 分 解 的 结果 如 图 7.2 所 示 。 
4 


加 T 
Vax (k-p) Fax (k+p) H; ktp Whtplktp 
w 


kp kp 


q 


r 
| 
| 
| 
I 1 
x -x - 
上 
| 
| 
| 
| 






























































A kp kp k p 


图 7.2 (k+p) 2# Arnoldi 分 解 的 结 
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隐 式 重启 动 Arnoldi 法 主要 由 三 步 组 成 : 初始 化 ; ERM ME; RAA 
特征 值 和 特征 向 量 。 

隐 式 重启 动 Arnoldi 法 

1. 初始 化 

使 用 向 量 w 作为 启动 向 量 ， 构 造 一 个 大 步 的 Arnoldi fks ÆI k 2% Arnoldi 
分 解 的 每 一 步 中 ， 德 阵 了 都 通过 新 求 出 的 向 量 v 扩展 1 列 ， 但 相互 之 间 必 须 满足 
式 (7.18), TER, H, 是 一 个 Hessenberg 矩阵。 图 7. 1 中 的 阴影 部 分 代表 了 非 零 
TLR, we, 的 非 阴影 部 分 是 一 个 具有 (k-1) 列 的 零 矩 阵 ，xjel 的 最 后 一 列 是 
wo 此 Arnoldi 分 解 完 全 取决 于 初始 同 量 的 选择 。 

2. 和 迭代 和 精细 化 

(a) Hi k2 Arnoldi SHED HE p 

新 增 的 p 个 元 素 中 的 每 一 个 都 代表 了 在 迭代 结束 后 可 以 丢弃 的 特征 值 和 特征 
向 量 ， 如 果 它 不 满足 入 选 的 标准 的 话 。 一 般 来 说 , p 值 的 选择 是 在 可 容忍 的 分 解 
长 度 与 收敛 速度 之 间 进 行 折 中 。 对 于 大 多 数 问 题 ,p 值 的 选择 通过 实验 性 计算 确 
定 。 对 的 唯一 要 求 是 1<p<n-k。 

(b) 计算 及 ， 的 特征 值 

在 完成 了 Arnoldi 分 解 的 p 步 扩展 后 ， 及 ,的 特征 值 可 以 通过 QR 法 来 计算 ， 
并 根据 预先 确定 的 排序 标准 $ 从 最 好 到 最 差 进行 排序 。 最 差 的 p 个 特征 值 (ci ， 
Oy, +, 0,) 被 用 作 移 位 值 以 实现 p 次 移 位 QR 分 解 。 由 于 在 Arnoldi 分 解 式 

AV = Vi Hr + Wirpeh tp (7.21) 

H, AERE H, ,的 阶 数 是 相对 较 小 的 ， 因 此 可 以 高 效 地 利用 移 位 QR 分 解 来 计算 H 
的 特征 值 。 

(c) 更 新 Arnoldi 42/4 












































Prap = 所 0 
Ans, =Q°H,.,Q 
Whep = Wy pek+pQ 
注意 ， 更 新 后 的 矩阵 玉 RA IE ZENIT, AA CE VSEE Q 的 乘积 。 
(d) 获取 新 的 天 步 Arnoldi 分 解 
令 式 (7.20) 两 边 的 前 有 列 相等 并 丢弃 最 后 面 的 p 个 方程 ， 就 得 到 了 一 个 新 
HJ k A Arnoldi 分 解 式 : 





AV =V,H, +w,el 
式 中 ， 向 量 w 是 一 个 新 的 残 差 向 量 , 会 随 着 迭代 和 精细 化 步骤 的 不 断 重复 而 逐渐 
趋向 于 0。 
(e) 判断 迭代 和 精细 化 步骤 是 否 完成 
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如 果 
|| AV, -V,H; | Se 
WF, e FE TUE EL, ABATE AC AAD EER Se, ATU, HE 
(d) 的 结果 重新 开始 迭代 和 精细 化 步骤 直到 上 式 成 立 。 
3. 特征 值 和 特征 向 量 计 算 
Arnoldi 法 的 最 后 一 步 是 根据 下 式 计算 约 简 矩阵 肥 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 



































HiV; + V,D, (7.22) 
然后 计算 4 的 特征 向 量 为 
V, = V,V, (7.23) 
所 需 的 4 的 特征 值 可 以 从 D, 的 对 角 线 元 中 获得 
AV, =V,D, (7.24) 
例 7.5 使 用 一 个 3 26 Arnoldi 分 解 ， 求 例 7. 2 HEER 2 个 最 小 模特 征 值 及 对 








应 的 特征 向 量 。 

解 7.5 因为 所 求 的 是 2 个 最 小 模特 征 值 ， 所 以 大 的 值 是 2。 在 初始 化 步 又 
之 后 ， 此 2 步 Arnoldi 法 将 扩展 成 3 步 Arnoldi 法 ;， 因 此, p 等 于 1。 因 此， 对 于 
FEUER, OR 3 个 特征 值 ， 而 最 差 的 那个 特征 值 将 会 被 丢弃 掉 。 

分 解 过 程 可 以 由 任意 一 个 非 零 向 量 启动 。 在 很 多 软件 中 ， 启 动向 量 是 随机 选 
取 的 ， 只 要 保证 每 个 元 素 的 绝对 值 小 于 0.5。 本 例 的 启动 向 量 选 为 

0. 2500 
0. 2500 
0. 2500 
0. 2500 
为 了 满足 初始 向 量 模 值 为 1 的 要 求 ， 对 启动 向 量 进 行 归 一 化 处 理 并 产生 初始 


问 量 v 4 














vo = 


0. 4611 
_ Avy (0.2306 
~ || Avo || | 0.5764 


vy 





0. 6340 
EAEE, DUT k Arnoldi 分 解 ; 因此 ， 
hy 02 =Av, -hi 10 (7. 25) 
IP, n 组 成 了 V, 的 第 2 列 ，h 1 通过 下 式 计算 : 
hi =(v,,4v,;) =v, Av, (7. 26) 


式 中 ，< + > 表示 内 积 。 这 样 ， 由 式 (7.26) 可 得 hh ， =180.399。 使 用 Arnoldi 
分 解 算法 求 w 得 


Ww =hy v = Av, =h; 121 
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r1348]/0.4611 0. 4611 
21231] 0.2306 0. 2306 
= — (18. 0399) 
4358]|| 0.5764 0. 5764 
19274] [0.6340 0. 6340 
0. 2122 
_ | 0.0484 
| 0.0923 
| -0.2558 
H h, f v, 归 一 化 ,而 h 1 =0.3483， 因 此 
0. 6091 
0. 1391 
V9 = 
0. 2650 
~0. 7345 


计算 Hessenberg 矩阵 的 剩余 元 素 ， 可 以 得 到 
hi 3 =" Av, =0. 1671 
hy.» = vy Avy = —6. 2370 
继续 使 用 Arnoldi 分 解 算 法 求 w, 得 





- 0. 0674 

0. 5128 

一 0. 1407 

- 0. 0095 
可 以 检查 这 些 值 ， 看 是 否 满足 上 =2 时 的 式 (7. 18 ) : 
AV, =V,H, +w,[0 1] 


Wy =h; 303 = Avy -hi wv - h, 3v = 


式 中 ， 
0.4611 0. 6091 
die, aJ- 0.2306 0. 1391 
0.5764 0. 2650 
0.6340 -0.7345 
hy hy» 18.0399 0.1671 
i ai || 0.3483 -6. a 
到 此 初始 化 步骤 完成 。 
在 完成 初始 的 大 步 Arnoldi 分 解 后 ， 可 以 进一步 扩展 到 +p A Arnoldi 分 解 。 
对 于 本 例 ，p =1; 所 以 只 要 扩展 一 步 就 可 以 了 。 在 初始 化 过 程 中 已 经 得 到 w, = 
hy 905, 据 此 可 以 提取 出 hy Allo, (考虑 到 | v5 || =1.0), 42] h, =0. 5361 和 
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-0. 1257 
0. 9565 
"| _0, 2625 
- 0. 0178 
Hessenberg 和 矩阵 H, 为 
Aix hia hs| 718.0399 0.1671 0.5560 
H; =| h; hy. h33 |=| 0.3483 -6.2370 2. 0320 
0 hs, hz 0 0.5361 -0. 2931 
AH, 
hy 3 =v] Av; 
hy 3 =v Av; 
h; 3 =v] Av 
继续 使 用 Arnoldi 分 解 算法 求 w, 得 
0. 0207 
w3 =Av3 — hy 3v1 — hy 30) — h3 303 = Bien 
: i f - 0. 0238 
0. 0079 


下 一 步 是 使 用 QR PRETTY) FEE H 的 特征 值 (和 特 生 





为 





Fe, A, 的 特征 值 
18. 0425 
-6.4166 


-0. 1161 


O = 





F 向 量 ) ， 并 对 其 进行 排 


因为 想 求 的 是 模 最 小 的 2 个 特征 值 ， 故 特征 值 的 排序 方式 是 模 最 小 的 特征 值 排 在 








最 底部 (上 式 已 经 是 这 么 排 了 ) 。 不 想 要 的 特 生 
H, -ol 使 用 移 位 QR 分 解 得 到 


E 值 的 估计 值 是 o; = 18. 0425, X} 


-0. 0026 0. 1671 0. 5560 
H,;-o,1=| 0.3483 -24.2795 2. 0320 
0 0.5361 -18.3356 
而 
-0.0076 -0.0311 0.9995] [0.3483 -24.2801 2.0277 
QR=| 1.0000 -0.0002 0.0076 0 0.5364 -18.3445 
0 0.9995 0.0311 0 0 0 


利用 Q 可 以 得 到 更 新 后 的 为 
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A, =Q* HQ 
-6.2395 2.0216 0.2276 
=| 0.5264 -0.2932 -0.5673 
0 0 18.0425 
注意 ,现在 有 (3,，2) 已 为 0。 继 续 计算 过 程 得 到 更 新 的 了 为 
0.6056 -0.1401 0.4616 
-v0 = 0.1373 0.9489 0. J 
0.2606 -0.2804 0.5699 
-0.7392 -0.0374 0.6276 
AP, = [v n n], M 
0 0.0207 0.0006 
0 -0.0037 -0.0001 
0 -0.0238 -0.0007 
0 0.0079 0.0002 
TER, we! 的 第 1 列 为 0， 所 以 一 个 新 的 2 步 Arnoldi 分 解 可 以 通过 使 上 式 左右 两 
边 的 前 2 列 相 等 得 到 ， 即 


wae =w;e;Q = 





AV, = VoH, + we! (7.27) 
而 VFI 的 第 3 列 被 丢弃 掉 。 
这 个 迭代 与 精细 化 过 程 直 到 满足 下 式 时 结 
| AV- VH || = || we" || <e 
此 时 ， 计 算得 到 的 特征 值 将 具有 e 精度 。 





7.4 奇异 值 分 解 


奇异 值 分 解 (SVD) 产生 3 个 和 矩阵， 这 3 个 矩阵 的 乘积 等 于 矩阵 4 (可 以 不 
是 方 阵 ) ， 即 





A = USV" (7.28) 
sth, Ui UU HT, H U 的 列 是 447 的 正 交 归 一 化 特征 向 量 ; VE VV =1, 
E V ASAE ATA 的 正 交 归 一 化 特征 向 量 ; 而 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 对 角 线 元 素 包 
含 了 与 U (ACV) 相对 应 的 特征 值 的 平方 根 ， 且 按 降序 排列 。 

SVD 既 可 以 用 QR 法 也 可 以 用 Arnoldi 法 实现 ,目的 是 求 矩 阵 4'4 和 AAT AY 
特征 值 和 特征 向 量 。 一 旦 求 出 特征 值 ， 奇 异 值 便 是 对 应 的 平方 根 。 和 矩阵 的 条 件数 
是 度量 矩阵 可 逆 性 程度 的 一 个 指标 ， 定 义 为 该 矩阵 的 最 大 奇异 值 与 最 小 奇异 值 之 

比 。 条 件数 大 意味 着 矩阵 接近 奇异 。 

例 7.6 对 4 进行 奇异 值 分 解 
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1249 3 

3 13 2 6 
A= 

425 7 7 

8 3 8 4 10 


ff 7.6 SM A 是 一 个 4x5 FEM, Al UEA 4 x4 FORE, S 是 一 个 对 角 
ALA 4 个 奇异 值 且 最 后 一 列 为 0 的 4x5 和 矩阵， 而 了 是 一 个 5 x5 和 矩阵。 
首先 令 





A=A'A 
得 到 
90 37 97 75 129 
37 18 45 46 56 
A=| 97 45 114 109 145 
75 46 109 150 128 
129 56 145 128 194 








再 用 QR 法 计算 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 得 到 
[507. 6670 0 0 0 0 
0 55.1644 0 0 0 
D= 0 0 3.0171 0 0 
0 0 0 0.1516 0 
0 0 0 0 0.0000 





-0.3970 0.4140 -0.3861 -0.7189 0.0707 
-0.1865 -0.0387 -0.2838 0.3200 0.8836 
V' =| -0.4716 0.0610 -0.5273 0.5336 -0.4595 
-0.4676 -0.8404 0.0688 -0.2645 -0.0177 
-0.6054 0.3421 0.6983 0.1615 0.0530 
矩阵 王 的 对 角 线 元 素 是 奇异 值 ， 等 于 4 的 特征 值 的 平方 根 ， 而 且 维度 必然 和 4 一 
样 ， 因 此 有 





22. 5315 0 0 0 0 

0 7.4273 0 0 0 
0 0 1.7370 0 0 
0 0 0 0.3893 0 


类 似 地 ,， 令 4 =447 重复 上 面 步骤 ， 可 以 得 到 U: 
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-0.3853 -0.8021 -0.2009 0. 4097 
一 0. 3267 0. 2367 0. 7502 0. 5239 
-0.5251 -0.2161 0.3574 -0.7415 
- 0. 6850 0. 5039 -0.5188 0. 0881 
奇异 值 分 解除 了 应 用 于 条 件数 计算 外 ， 另 一 种 常见 的 应 用 是 求 非 方 阵 4 的 
伪 逆 矩阵 4+ 。 最 常见 的 伪 逆 矩阵 是 Moore - Penrose 伪 逆 和 矩阵， 这 是 一 种 被 称 为 
1 - 逆 矩 阵 的 一 般 性 意义 上 的 伪 闭 矩阵 的 一 个 特例 。 伪 逆 和 矩阵 通常 被 用 来 求解 最 
小 二 乘 问题 Ax =b, HF A 是 奇异 矩阵 或 非 方 阵 。 根 据 6. 1 节 的 结果 ， 最 小 二 乘 
问题 的 解 为 








x =(ATA) -142 
=A*b 
FERE A + 可 以 通过 LU 分 解 得 到 ， 但 更 常用 的 方法 是 采用 奇异 值 分 解 得 到 。 知 采 
用 奇异 值 分 解 方法 ， 伪 逆 和 矩阵 由 下 式 给 出 : 
4+ =V5+ U" (7.29) 
AP, St 是 一 个 和 47 具有 相同 维度 的 对 角 阵 ， 且 其 对 角 线 元 素 为 奇异 值 的 
倒数 。 
例 7.7 使 用 伪 逆 和 矩阵 法 求解 例 6. 1。 
解 7.7 为 方便 起 见 ， 将 该 方程 重新 写 出 如 下 : 














4.27] [0.4593 -0.0593 
-1.71 | |0.0593 -0.4593 "| 
= (7. 30) 
3.47] |0.3111 0.0889 | Ly, 
2.50] [0.0889 0.3111 
FRA AB FE PE TASKS fik 
Vi 
A 
使 用 奇异 值 分 解 得 


-0.5000 -0.6500 -0.5505 -0.1567 

0. 5000 -0. 6500 0. 1566 0. 5505 
-0.5000 -0.2785 0.8132 -0. 1059 
- 0. 5000 0.2785 -0.1061 0. 8131 


0. 5657 0 
0 0.5642 

d= 
0 0 


0 0 
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-0.7071 -0.7071 
-| -0. 7071 a 
和 矩阵 上 + 为 
_ [1.7677 0 0 0 
> -| 0 1.7724 0 ‘i 
从 而 得 到 4+ 


F o 


1. 4396 0. 1896 0.9740 0.2760 
-0.1896 -1.4396 0.2760 0.9740 


4.27 
Vi] f 1.4396 0.1896 0.9740 0.2760]| -1.71 
HBl -0.1896 -1.4396 0.2760 ae] 3.47 
2.50 
[9. 8927 
| 





结果 与 例 6. 1 相同 。 


7.5 模 态 辨识 


尽管 很 多 系统 本 质 上 是 非 线 性 的 ， 但 在 某 些 情况 下 它们 可 能 受 控 于 设计 精良 
的 线性 控制 系统 。 为 了 实现 线性 反馈 控制 ， 系 统 设计 师 必须 有 一 个 足够 低 阶 的 精 
确 模 型 来 进行 控制 设计 。 现 已 开发 出 了 数 种 方法 来 构建 这 种 低 阶 模型 ， 包括 动态 
等 值 、 特 征 值 分 析 和 和 零 极 点 对 消 等 。 然 而 ,经 常会 碰 到 这 样 的 情况 ， 原 始 系 统 过 
于 复杂 或 者 已 知 参数 不 够 精确 ， 使 得 难以 得 到 一 个 合适 的 降 阶 模型 。 实 际 应 用 
中 ， 系 统 可 能 存在 部 分 参数 会 随时 间或 运行 条 件 而 漂移 ， 从 而 损害 了 数学 模型 的 
精度 。 针 对 这 些 情况 ， 期 望 直 接 从 系统 对 扰动 的 响应 中 提取 模 态 信息 。 采 用 这 种 
方法 ， 有 可 能 实现 如 下 目标 ， 用 根据 系统 输出 波形 估计 出 的 线性 模型 来 代替 实际 
的 动态 模型 。 电 力 系统 在 受到 扰动 后 的 时 变动 态 响 应 可 能 是 由 多 种 振荡 模式 构成 
的 ， 这 些 振荡 模式 必须 被 辨识 出 来 。 现 已 提出 了 多 种 方法 用 来 从 时 变 响 应 中 提取 
相关 的 模 态 信息 。 而 一 个 合适 的 方法 必须 考虑 如 下 几 个 因素 : 包含 非 线性 特性 ; 
模型 规模 合适 ， 可 以 有 效应 用 ; 所 得 结果 可 靠 。 
直接 用 于 非 线性 系统 仿真 或 现场 测量 的 方法 包括 了 非 线性 的 影响 。 在 全 状态 
特征 值 分 析 中 ， 系 统 模型 的 规模 由 于 计算 能 力 限制 ， 其 典型 值 为 数 百 个 状态 变 
量 。 这 意味 着 包含 了 数 千 节 点 的 典型 系统 必须 应 用 动态 等 值 的 方法 进行 降 阶 。 直 
接 根 据 系统 输出 进行 运算 的 模 态 分 析 技术 不 受 系统 规模 的 限制 ， 意 味 着 可 以 直接 
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使 用 标准 的 时 域 分 析 结果 。 这 消除 了 由 于 降 阶 而 丢失 系统 模 态 信息 的 可 能 性 。 佑 
计 出 的 线性 模型 既 可 以 用 于 控制 设计 ， 也 可 以 为 其 他 线性 分 析 技 术 提 供 模 型 。 佑 
计 出 的 模型 通常 会 比 原始 模型 阶 数 低 ， 但 仍 保留 了 主导 模式 的 特征 。 

辨识 问题 也 许可 以 这 样 陈 述 : 给 定 一 组 随时 间 变 化 的 测量 值 ， 要 求 用 一 组 预 
先 设 定 的 时 变 波形 来 拟 合 此 测量 波形 ， 使 实际 测量 波形 与 所 求 得 的 波形 之 间 的 误 
差 为 最 小 。 预 完 设 定 的 波形 的 系数 决定 了 所 辨识 出 的 线性 系统 的 主导 模式 特征 。 
考察 如 下 的 线性 系统 : 

















a(t) =Ax(t) x(t)) =x0 (7.31) 
式 中 ， 
x(t) = Yt + 0,) (7. 32) 
kal 
是 nn 个 状态 中 的 一 个 。 参 数 a; 和 91 是 根据 初始 状态 导出 的 ， 而 参数 六 和 w, 是 
FE ABR 4 的 特征 值 导出 的 。 对 这 些 响 应 进行 辨识 而 得 到 的 系统 模 态 信息 ， 可 用 


来 预测 可 能 的 不 稳定 行为 ， 进 行 控制 噩 设计 ， 分 析 参 数 对 阻尼 的 影响 ， 研 究 模 态 
交互 作用 等 。 

任何 时 变 函 数 在 有 限时 间 段 内 都 可 以 用 一 系列 复 指数 函数 来 拟 合 。 然 而 ， 拟 
合 函 数 中 包含 很 多 项 是 不 实际 的 。 因 此 ， 问 题 就 转化 为 通过 估计 拟 合 函数 的 幅 
值 、 相 位 和 阻尼 参数 以 使 得 实际 的 时 变 函 数 与 拟 合 函数 之 间 的 误差 最 小 化 。 对 于 
用 一 系列 函数 来 拟 合 一 个 非 线性 波形 的 问题 ， 需 要 最 小 化 的 目标 函数 1 可 以 用 下 
式 给 出 : 





N n 
minf = 之 [> [ape cos(w,t; + 0,)] - vi] (7. 33) 
式 中 , 是 期 望 拟 合 函数 应 包含 的 振荡 模式 数目 ，V 是 采样 数据 的 数目 ，” ÆR 
样 波形 的 值 ， 而 
[a, bi œ 071, ,a, 6, @, 9,1)" 
是 需要 估计 的 参数 。 

可 用 于 估计 时 变 波形 模 态 成 分 的 方法 有 多 种 。 其 中 Prony 法 是 一 种 著名 的 方 
法 ， 并 已 在 电力 系统 中 得 到 广泛 应 用 ; EER (matrix pencil) 法 本 来 是 用 于 提 
取 天 线 电 磁 暂 态 响 应 中 的 极点 的 ;， 而 Levenberg - Marquardt 法 采用 解析 优化 模型 
使 拟 合 波形 与 输入 数据 之 间 的 误差 最 小 化 ， 并 通过 迭代 计算 不 断 更 新 模 态 参数 。 


7.5.1 Prony 法 


Prony 法 是 用 来 估计 上 述 不 同 参数 的 一 种 方法 :31 ， 即 直接 估计 拟 合 函数 的 
各 指数 项 参数 ， 拟 合 函 数 的 表达 式 为 


224 电力 系统 分 析 中 的 计算 方法 ( 原 书 第 2 版 ) 





y(t) = > A,e*'cos(a;t + ;) 
i=l 
被 拟 合 的 测量 波形 是 y(t), FH w 个 采样 值 构成 
y(t,) =y(k) ,=0,1,,V=-1l 
这 些 采 样 值 是 等 时 间 间 隔 分 布 的 ， 时 间 间 陋 为 At。 由 于 测量 
噪声 或 直流 偏 置 ， 因 此 可 能 需要 在 拟 合 过 程 开 始 前 进行 预 处 理 。 
基本 的 Prony 法 归纳 如 下 。 
Prony 法 
1. 根据 测量 数据 集 构建 一 个 离散 的 线性 预测 模型 。 
2. 求 出 模型 特征 多 项 式 的 根 。 











3. 使 用 这 些 根 作为 信号 的 复 模 态 频率 ， 
上 述 步 又 在 z 域 中 执行 ， 并 在 最 后 一 步 将 特征 值 转换 到 s 域 中 。 














(7. 34) 


ao y(t) 可 能 包含 


确定 每 个 振荡 模式 的 振幅 和 相位 。 


(7. 35 ) 


(7. 36 ) 


(7. 37) 


(7. 38 ) 


(7. 39 ) 


(7. 40) 


最 小 二 











ER, sb (7.34) 可 以 重新 写成 复 指数 形式 ， 
y(t) = >) Be 
Beal 
上 式 可 以 转换 成 
y(k) = È Ba 
t=1 
式 中 ， 
z; = eA) 
系统 特征 值 A 可 以 通过 下 式 从 离散 模式 中 得 到 : 
_ln(z;) 
i At 
而 z; 是 如 下 nn RAMA: 
z” =- (ajz! +a”? ++ +a) = 
AP, AM a, 是 未 知 的 ， 必 须 通过 | 
[y(n-1) y(n-2) y(0) y(n) 
y(n-0) y(n-1) y(1) “|- a 
[Ly(N-2) y(N-3) y(N-n-1)] La, y(N- 
注意 ， 这 是 一 个 具有 nn 个 未 知 数 和 WN 个 方程 的 方程 组 ， Pee 
法 进行 求解 。 
一 旦 z, 作为 式 (7.39) IRERE, RE A; 就 可 以 根据 式 (7.38) 进行 
计算 。 下 一 步 就 是 求解 B,， 使 其 满足 对 所 有 的 都 有 y(k) =y(k)。 





到 下 面 的 关系 式 : 


因而 可 以 得 
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Zi Z2 ae Zn B; y(0) 
A oa om at iB] x) a 
gt NH NTI LB y(N-1) 
上 式 可 以 简 清 地 写成 : 
ZB=Y (7. 42) 


TER, HEME BEN n 的; 因此 式 (7.42) 也 必须 采用 最 小 二 乘法 求解 。 然 后 ， 
根据 式 (7.35) 就 能 计算 出 估计 的 波形 y(1:) 。 重 构 的 信号 y(t) 通常 不 会 与 y(1) 
精确 重合 。 对 此 种 拟 合 质量 的 一 种 合适 的 度量 是 “信和 号 噪声 比 (SNR)”， 由 下 式 
给 出 : 





Ea 
lly | 





SNR =20log (7. 43) 


AP, SNR 的 单位 为 分 贝 (dB), 

因为 此 种 方法 的 拟 合 可 能 不 够 精确 ， 通 常 希望 控制 拟 合 函数 与 原始 波形 之 间 
的 误差 水 平 。 在 这 种 情况 下 ， 非 线性 最 小 二 乘法 可 以 给 出 更 好 的 结果 。 
7.5.2 和 矩阵 束 法 

ERK Prony 法 是 一 种 多 项 式 方 法 ， 其 求解 过 程 包 括 了 求 特征 多 项 式 的 
IR z; 的 步骤 。 本 节 介 绍 的 矩阵 束 (MP) 法 ， 则 通过 构造 一 个 矩阵 进行 计算 ,该 
和 矩阵 的 特征 值 就 是 z,， 此 特征 值 是 一 个 广义 特征 值 问题 的 解 (*-41。 和 矩阵 束 由 下 
WAH: 




















[Y] -ALY j=[Z [BI{[Z] -A[7]} [Z] (7.44) 
AP, 

y(0) y(1) ee y(L) 
[Y] = y(1) y(2) = y(L=+1) (7.45) 

y(N-L) yN-L=+1) …  y(N) 
[Z| = diag z1 ,z ,*** ,2, | (7. 46) 

1 1 dans 1 

[Z] : è sas l (7.47) 


2(N-E-1) z{N-L-2) oe z(N-L-1) 
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Log oc al 
1 oa œe a 

[Z,]=| . | l (7.48) 
1 z vee zL! 


[B] = 残 差 矩阵 
[I] =n xn PAS 
n= 希望 的 特征 值 个 数 
L= 束 参数 ， 满足 nL<N-n 
和 矩阵 束 法 步骤 
1. L, Wii n<L<N-n, 
2. 构建 矩阵 [Y]. 
3. 对 [7] 进行 奇异 值 分 解 
[Y] =[UJLSJLV] (7.49) 
式 中 , [U] 和 [V] WEEE, orale [Y] Y] [YTY] 的 特征 向 量 。 
4. WERE [v] A vn] 满足 
Vi=lo, ww n ce opa] (7. 50) 
V, =[v v v} = ©] (7.51) 
AP, y æ VA i A aE ALE, 
5. 构建 [Y] 和 LY] 














LY, ] =[V,]*[Y] 
Ly] =[V,] [V] 
6. 要 求 的 极点 z; 可 以 作为 矩阵 对 | [六] ;[ 久 ] 的 广义 特征 值 求 出 。 
从 这 里 开始 ， 算 法 的 剩余 部 分 与 Prony 法 一 样 ， 即 计算 特征 值 A 和 残余 矩阵 
B 的 过 程 与 Prony 法 相同 。 
如 果 束 参数 工 选 为 了 = MMX2 ， 那 么 此 方法 的 性 能 已 接近 最 优 边界 的 性 能 已 1 。 
已 经 证 明 ， 在 存在 噪声 的 情况 下 ,采用 和 矩阵 束 法 得 到 的 极点 的 统计 方差 总 是 
小 于 Prony 法 [24]。 








7.5.3 Levenberg -Marquardt 法 
用 于 数据 拟 合 的 非 线性 最 小 二 乘 问题 的 一 般 形式 为 
N 
minimize f(x) = > [y(x,t;) -yl (7. 52) 


k=1 
NIF, y 是 系统 在 ;时刻 的 输出 ,x 是 式 (7. 34) 中 的 振幅 、 相 位 、 角 频率 和 阻 
尼 系 数组 成 的 向 量 ， 它 取决 于 系统 状态 矩阵 的 特征 值 。 
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为 了 求 出 f(x) 的 最 小 值 ， 可 以 采用 Newton - Raphson 迭代 法 的 相同 步骤 。 
PRC f(a) 在 某 个 xo 附近 做 Taylor 级 数 展开 : 


fx) =~ f( xo) + (x -x0) f (xo) tha - x0) f (x9) (x - x0) +… (7.53) 
式 中 ， 
P(x) =F) jal Qn 


P(x) = 2 jk=1,2,- 


Pree meter 并 对 式 (7.53) 右边 的 二 次 函数 进行 
最 小 化 ， 可 以 得 到 





x Sy = [f(x0)] OP (x0) (7. 54) 
由 此 得 到 了 求解 函数 f(x) ee 上 式 实际 上 是 求解 
f(x) = 


的 Newton - Raphson 4R E rs, M f (x i =0 是 使 f(x) 最 小 化 的 必要 条 件 
方程 。 
Newton - Raphson 迭代 式 (7.54) 可 以 改写 成 如 下 的 线性 迭代 形式 


A(X) (Kirl =x) =g(x,) (7. 55) 
式 中 ， 
g(s) = 3) 
ay(x) = os (x) 


这 里 的 矩阵 4 是 系统 的 Jacobi 矩阵 (或 类 似 的 迭代 矩阵 Je 
式 (7.52) 的 导数 为 
N 


ay. 
g(t) =2) > [i 94] an 











a X fay ay, : 
aren = 2> | oe a, (n) le nla Ox; A TAG )} 
FECAL P, EELE a, ,包含 了 函数 y; 的 二 阶 导数 。 这 些 导数 乘 上 系数 
[ye ) -y;] 后 ,在 f 的 最 小 \ 化 过 程 中 会 变 得 越 来 越 小 。 因 此 可 以 这 么 认为 ,在 
整个 最 小 化 过 程 中 这 些 项 可 以 忽略 。 注 意 ， 如 果 此 方法 收敛 ， 那 么 不 管 迭代 过 程 
Jacobi 矩阵 是 否 精确 ， 都 会 收敛 到 同一 个 结果 。 因 此 迭代 和 矩阵 4 可 以 简化 为 




















ay, 
) g (7. 56) 
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且 注 意 其 中 的 a, (x) >0。 
Levenberg - Marquardt 法 通过 引入 矩阵 4 来 修改 式 〈7.55) ， 和 矩阵 4 的 元 素 为 
aj=(1+y)aj 


ap = ay, jk 
UP, y 是 某 个 正 的 参数 。 这 样式 (7.55) 变 为 
A( x9) (x; —xo) =g (7. 57) 


对 于 较 大 的 y， 和 矩阵 4 会 变 成 对 角 占 优 和 矩阵 。 如 果 y EFO, R (7.57) 会 变 
成 Newton - Raphson 法 。Levenberg - Marquardt 法 的 基本 特性 就 是 通过 选择 不 同 
AY y 来 获得 最 优 的 迭代 特性 。 基 本 Levenberg - Marquardt 法 可 以 概括 为 

Levenberg — Marquardt 法 

1. 令 有 =0。 选 择 一 个 初始 的 xo, y 和 系数 a。 

2. 求解 式 (7.57) 中 的 线性 方程 组 ， 获 得 x, ,1 。 

3. WAR f(x.) > 了 f(x) ,xi41 不 能 作为 新 的 近似 值 ， 因 此 舍弃 ， 并 将 y 用 
ay 替代， 重复 步 又 2。 


4. 如 果 f(xi ,1 ) <An), E x ,1 作为 新 的 近似 值 ， 将 y HBR, Sk 
Q 


+1, BEAR 2, 
5. 当下 式 满 足 时 结束 迭代 
Il xri —% Il <e 
针对 非 线 性 波形 通过 一 系列 函数 进行 拟 合 的 问题 ， 相 应 的 最 小 化 函数 可 用 下 
式 给 出 : 

















最 小 化 /= > [> ape ™? cos( wati + O,) ] -yf (7. 58) 
i=l 
式 中 ， m fete 待 拟 合 波 形 的 振荡 模式 个 数 ， = [a ai; bi, Wi, 0i, s ans b ’ 


Dm ?3 On | ] ns 
与 所 有 的 非 线 | 性 迭代 法 一 样 ，Levenberg - Marquardt 法 能 否 收敛 取决 于 初 i 
ERR, ERP T, RAER Prony 法 的 结果 作为 初始 值 是 


智 的 。 








7.5.4 Hilbert 变换 


包 络 线 是 指 包 围 快速 振荡 分 量 的 波形 ， 该 波形 本 身 随 时 间 而 缓慢 变化 。 通 过 
使 用 Hilbert 变化 ， 可 以 去 除 信号 中 的 快速 振荡 ， 获 得 信号 的 包 络 线 。 
PRA x(t) 的 Hilbert 变换 是 


Xy(t) = Ent) =flt)x() = Fo! | FGe@) X(jo) | (7.59) 
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(— "7t) -1 的 Fourier 变换 是 isgnw , EHRE w XM +i, AHJ ow 对 应 -io Hilbert 
变换 相当 于 一 个 滤波 器 ， 通 过 该 滤波 器 后 ， 各 频谱 分 量 的 幅 值 保持 不 变 ， 但 各 频 
谱 分 量 的 相位 移动 r/2， 移 动 的 方向 由 o 的 符号 决定 。Hilbert 变换 将 偶 函 数 变 为 
奇 函 数 ， 将 奇 函 数 变 为 偶 函 数 ， 余 弦 分 量 被 变换 成 负 的 正弦 分 量 ， 正 弦 分 量 被 变 
换 成 余弦 分 量 。 关 于 Hilbert 变换 更 深入 的 讨论 可 见 参考 文献 [22] 。 

单 自 由 度 系统 的 脉冲 响应 函数 是 一 个 指数 衰减 的 正弦 函数 。Hilbert 变换 根 
据 原始 时 间 信 号 计算 新 的 时 间 信号 。 两 个 信号 结合 在 一 起 形成 解析 信号 

x(t) =x(t) -iXy (t) (7.60) 

解析 信号 的 幅 值 就 是 原始 时 间 信号 的 包 络 线 。 当 包 络 线 按照 dB 刻度 绘制 时 ， 图 
形 为 一 条 直线 ， 而 直线 的 斜率 与 阻尼 比 有 关 。 单 自由 度 系 统 的 脉冲 响应 函数 可 以 
用 下 面 的 方程 描述 : 
































x(t) =Ae -Eod sin(w, ( /1 -€&)t) (7. 61) 
RF, o 是 自然 频率 ,上 是 阻尼 比 ，4 是 残余 值 。 式 (7.61) 的 Hilbert 变换 为 
Xy (t) = Ae ~ cos(w,( V1 =2 )t) (7. 62) 


解析 信号 为 

x(t) =Ae ~£!(sin(w, V1 -€*)t) +icos(w, V1 -€)t)) 

解析 信和 号 的 幅 值 消 除了 振荡 分 量 ， 给 出 的 包 络 线 为 

[EC | = VChe E)? (sin? (0, ( VI -E)t) +eos(os(VL -E)1)) =e 
(7. 63) 








对 两 边 取 自然 对 数 得 到 
Inlx(t) l =]n(Ae7 £2) 
=]n4 - éw,„t 
这 是 一 个 关于 :的 直线 方程 。 如 果 已 知 直线 的 斜率 (slope), ， 则 阻尼 比 可 以 这 样 
估计 : 


_ _ slope 
é= D (7. 64) 


当 一 个 波形 所 含 的 振荡 模式 数 未 知 时 ，Hilbert 变换 提供 了 一 种 估计 波形 所 
含 振荡 模式 数 的 方法 。 


7.5.5 举例 


上 述 这 些 方法 的 有 效 性 将 通过 几 个 实例 来 进行 展示 ， 这 些 例子 从 简单 的 三 模 
式 线 性 系统 到 一 个 实际 的 电力 系统 。 
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1. 简单 例子 
上 述 方法 的 应 用 将 首先 考察 图 7.3 所 示 的 波形 ， 它 是 由 下 式 得 到 的 : 





3 
x(t) = > aje’! (cosw,t + 0;) 
izl 


式 中 ， 























uo 


如 果 将 此 问题 转化 为 只 知道 图 7.3 所 示 的 波形 ， 而 不 知道 上 述 的 解析 表达 
式 ， 那 么 应 用 Hilbert 变换 的 第 一 步 就 是 来 估计 此 系统 的 振荡 模式 数 。 由 Hilbert 
变换 得 到 的 频 域 响应 如 图 7.4 所 示 。 从 图 7.4 可 以 明显 地 看 出 ， 存 在 3 个 主导 模 
I, 分别 位 于 4.7rad、8. Orad 和 17rad 处 ， 这 与 所 给 出 的 数据 吻合 得 很 好 。 

更 进一步 ，3 个 模式 的 振幅 分 别 为 0.48、0.9 和 0.51， 同 样 与 所 给 出 的 数据 
能 够 较 好 吻合 。 如 果 每 个 振荡 模式 的 自然 振荡 频率 是 分 离 的 ， 并 且 脉 冲 响应 频率 
是 单独 计算 的 ， 那么 就 可 以 确定 每 个 振荡 模式 的 阻尼 。 脉 冲 响应 包 络 线 的 斜率 可 
以 用 来 估计 各 个 振荡 模式 的 阻尼 比 。 在 估计 出 每 个 模式 的 阻尼 比 后 ， 就 能 计算 出 
特征 值 。 
下 面 将 前 面 所 述 的 3 种 方法 中 的 任意 一 种 用 来 估计 图 7. 3 信号 的 参数 并 重 构 
波形 。 




































































0 1 2 6 7 8 9 10 


4 5 
时 间 /s 


图 7.3 3 个 振荡 模式 的 波形 
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0.9 ] 
0.8 4 
0.7} J 
= 0.67 4 
x 0.5; 4 
0.4} | 
0.3 4 
0.2} J 
0.1 a J 
0 1 1 1 I I I 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
频率 /rad 
图 7.4 图 7.3 的 频 域 响应 
Prony YE. 
模式 a, b; o; 0; 
1 0.9927 -0.0098 7.9874 0.0617 
2 0. 6009 —0.0304 17.0000 3. 1402 
3 0.5511 0. 0217 4. 6600 0. 9969 
和 矩阵 束 法 : 
模式 a; b; o; 6; 
1 1.0121 -0.0130 8. 0000 0. 0008 
2 0. 6162 -0.0361 16. 9988 3. 1449 
3 0. 5092 0. 0364 4. 6953 0. 7989 
Levenberg — Marquardt 法 : 
模式 a; b; o; 0; 
1 1. 0028 -0.0110 7.9998 0. 0014 
2 0. 6010 -0.0305 16. 9994 3. 1426 
3 0. 5051 0. 0378 4. 6967 0. 7989 





波形 重 构 的 误差 (error) 用 下 式 计算 : 


error = 
i=l 


m 


k=1 


这 样 得 到 每 种 方法 的 重 构 误 差 为 


> [> La eri) cos(@,t; + 0,)] =y 


(7.65) 
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方法 误差 








和 矩阵 束 0. 1411 
Levenberg - Marquardt 0. 0373 


Prony 3. 9749 


果然 Levenberg - Marquardt 法 得 到 了 最 好 的 结果 ， 因 为 它 是 一 种 迭代 方法 ， 
而 其 他 的 估计 方法 是 线性 非 迭 代 方 法 。 

2. 电力 系统 例子 

在 这 个 例子 中 ， 将 对 前 述 儿 种 方法 的 精度 进行 比较 ， 所 采用 的 动态 响应 曲线 
是 基于 PSSE 仿真 美国 中 西部 电网 得 到 的 ， 如 图 7.5 所 示 。 该 系统 包含 了 数 百 
个 状态 ， 有 具有 很 宽频 率 范 围 的 动态 啊 应 。 该 系统 的 主导 振荡 模式 的 个 数 是 未 
知 的 。 























o0 t 2 3 4 5; 6 7 8 9 10 
时 间 /s 


图 7.5 ”PSS/E 波形 


首先 使 用 Hilbert 变换 法 来 确定 可 能 的 振荡 模式 数 ， 所 得 到 的 FFT 结果 如 图 
7.6 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ,似乎 存在 5 个 主导 模式 ， 对 原始 波形 具有 最 大 的 贡 
献 ， 且 其 中 的 几 个 集中 在 低频 段 。 因 此 ， 前 面 讲述 的 几 种 估计 方法 将 被 用 来 提取 
5 个 振荡 模式 。 

提取 的 5 个 振荡 模式 的 结果 如 图 7.7 所 示 ，3 种 方法 的 结果 归纳 如 下 : 


Prony YE. 


和 矩阵 束 法 : 





an 
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图 7.6 PSS/E 波形 的 FFT 445 
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一 一 点 始 波形 








Prony 


:一 一: Levenberg—Marquard 





x(t) 




















时 间 /s 


图 7.7 使 用 不 同方 法 得 到 的 重 构 波 形 

















模式 a, b; o; 6; 
1 1. 7406 一 0. 5020 3. 7835 一 1.4870 
2 1.5723 一 0. 1143 4. 8723 一 1. 1219 
3 1. 0504 一 0. 0156 6. 2899 一 0. 0331 
4 2. 1710 一 0. 2455 7.7078 2.2011 
5 0. 9488 -0.3515 8. 3854 -1.6184 





234 电力 系统 分 析 中 的 计算 方法 ( 原 书 第 2 版 ) 














模式 a; b; o; 9; 
1 2.0317 -0.5610 3.7357 -1.5158 
2 1. 3204 -0.0774 4.8860 — 1. 3607 
3 0. 7035 0. 0527 6. 3030 一 0. 3093 
4 1. 2935 -0.2400 7.4175 2.9957 
5 0. 6718 -0.0826 8.0117 0. 3790 

Levenberg — Marquardt 法 : 

模式 a; bi vi; 6; 
1 1. 8604 -0.5297 3.6774 -— 1.3042 
2 1. 1953 -0.0578 4.8771 — 1.3405 
3 0. 8164 0. 0242 6. 2904 一 0. 2537 
4 1.9255 -0.2285 7.6294 2. 1993 
5 0. 6527 -0.2114 8.3617 -1.5187 


每 种 方法 的 误差 由 式 (7.65) 计算 ，3 种 方法 的 误差 

















所 示 : 
方 ”法 CPU 时 间 误差 
Prony 0. 068 228. 16 
JEER 39. 98 74. 81 
Levenberg — Marquardt 42. 82 59.74 





D 根据 初始 条 件 。 








和 计算 时 间 如 下 表 


TEE, Prony 法 是 计算 效率 最 高 的 ， 因 为 它 只 需要 2 次 最 小 二 乘法 求解 。 矩 
阵 束 法 计算 量 较 大 ， 因 为 它 需 要 对 一 个 较 大 的 矩阵 进行 1 次 奇异 值 分 解 ; 同时 还 


需要 对 一 个 较 小 的 矩阵 〈 其 阶 数 等 于 所 求 的 模式 数 ) 进行 特 生 











F 值 求解 ， 不 过 这 


个 计算 并 不 过 于 繁重 。 毫 不 奇怪 ，Levenberg - Marquardt 法 是 计算 量 最 大 的 ， 
为 它 是 一 个 迭代 方法 。 该 方法 的 计算 量 直 接 与 初始 值 有 关 : 初始 值 越 好 ， 收 敛 得 





是 非常 明智 的 做 法 。 





越 快 。 将 Prony 法 或 矩阵 束 法 得 到 的 参数 作为 Levenberg - Marquardt 法 的 初始 值 


类 伏地 ， 每 种 方法 的 误差 水 平 也 随 着 方法 的 复杂 程度 而 改变 。Levenberg - 
Marquardt 法 能 够 得 到 最 好 的 结果 ， 但 需要 最 长 的 计算 时 间 。Prony 法 的 误差 最 


大 ， 但 计算 速度 最 快 。 
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7.6 在 电力 系统 中 的 应 用 


参与 因子 


在 分 析 大 规模 电力 系统 时 ， 有 时 期 望 度量 茶 个 特定 状态 量 对 所 选 振荡 模式 
( 即 特征 值 ) 的 影响 。 有 些 情况 下 ， 需 要 知道 一 组 物理 状态 量 是 否 对 某 个 振荡 模 
式 有 影响 ， 从 而 通过 对 特定 系统 部 件 的 控制 来 缓解 振荡 。 男 一 种 应 用 是 确定 哪个 
系统 部 件 对 某 个 不 稳定 振荡 模式 有 页 献 。 用 于 确定 哪个 状态 量 显 著 地 参与 了 特定 
振荡 模式 的 一 种 工具 是 参与 因子 法 !?] 。 在 大 规模 电力 系统 中 ， 参 与 因子 法 也 可 
以 被 用 来 区 分 区 域 间 振荡 模式 和 局 部 振荡 模式 〈 区 域内 振荡 模式 ) 。 

参与 因子 可 用 来 度量 每 个 状态 量 对 特定 振荡 模式 ( 即 特征 值 ) 的 影响 。 考 
虑 一 个 线性 系统 





























x = Ax (7. 66) 
BSA pp FAR ER i (MARIE AAT THERE A 的 第 个 对 角 元 的 灵敏 度 ， 定 义 
为 





i (7. 67) 
Akk 


AP, A, eo i MAMIE(A, apt AWE k AIAI, B SAF p38 k RA 
变量 与 第 i 个 特征 值 联系 起 来 。 关 于 参与 因子 的 一 个 等 价 的 但 更 通用 的 表达 


式 是 : 








W kilik 
Pk 5- TT (7.68) 
Wi Vi 


式 中 ，wi; 和 wi 分 别 是 与 A; 对 应 的 左 特征 向 量 和 右 特 征 向 量 的 第 个 元 素 。 与 特 
征 向 量 一 样 ， 参 与 因子 通常 也 被 归 一 化 ， 使 其 满足 : 














Dpn =1 (7. 69) 
k= 

当 参 与 因子 被 归 一 化 后 ， 就 直接 给 出 了 每 个 状态 变量 对 特定 振荡 模式 的 影响 
百分数 。 复 特征 值 (和 特征 向 量 ) 的 参与 因子 被 定义 为 模 值 而 不 是 复数 值 ， 对 
于 复 特征 值 ， 参 与 因子 被 定义 为 














| vy, || Wy | 
Phi > a | iz | | (7. 70) 
在 某 些 应 用 中 ， 可 能 更 倾向 于 保留 参与 因子 的 复数 性 质 ， 以 同时 得 到 相位 和 模 值 


信息 '31。 
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7.7 [om 











1. PSU FAE RE ORME EL APE o at 
5411 
4511 
A, = 
1142 
1124 
2 34 
A4 =|7 -1 3 
i: =i 5 
2. 使 用 移 位 QR 法 计算 如 下 和 矩阵 的 特征 值 
0 0 1 
4=|1 0 0 
0 1 0 


3. 根据 下 式 产 生 如 图 7.8 所 示 的 波形 ， 时 间 段 +e [0，10]， 时 间 间 隔 
为 0.01s 


3 
x(t) = > aje” (coscit + d;) 
i=l 























式 中 ， 
模式 a; b, č d; 
1 1.0 -0.01 8.0 0.0 
2 0.6 -0.03 17.0 7 
3 0.5 0. 04 4.7 m/4 
2.5 
2l 
1.5} 
ib 
0.5 
So 
-0.5 
“| | 
gel \ 
-2l 
2 6 7 8 9 10 








4 5 
时 间 /s 


图 7.8 问题 3 的 波形 


第 7 章 ”特征 值 问 题 237 





(a) 使 用 区 间 [0，10] 内 100 个 等 间隔 点 ， 使 用 Prony 法 估计 6 个 系统 特 
征 值 。 它 们 与 实际 特征 值 相 比 又 如 何 ? 

(b) 使 用 区 间 [0，10] 内 100 个 等 间隔 点 ， 使 用 Levenberg - Marquardt 法 
估计 6 个 系统 特征 值 。 它 们 与 实际 特征 值 相 比 又 如 何 ? 与 Prony 法 得 到 特征 值 相 
比 又 如 何 ? 

(c) 使 用 区 间 [0, 10] 内 100 个 等 间隔 点 ,使 用 和 矩阵 束 法 估计 6 个 系统 特 
征 值 。 它 们 与 实际 特征 值 相 比 又 如 何 ?” 与 Prony 法 得 到 特征 值 相 比 又 如 何 ? 

(d) 用 上 所 有 点 ,使 用 Prony 法 估计 6 个 系统 特征 值 。 它 们 与 实际 特征 值 相 
比 又 如 何 ? 

(e) 用 上 所 有 点 ， 使 用 Levenberg - Marquardt 法 估计 6 个 系统 特征 值 。 它 们 
与 实际 特征 值 相 比 又 如 何 ? 

(f) 用 上 所 有 点 ， 使 用 矩阵 束 法 估计 6 个 系统 特征 值 。 它 们 与 实际 特征 值 相 
比 又 如 何 ? 

(g) 用 上 所 有 点 ， 使 用 矩阵 束 法 估计 系统 响应 的 两 个 主导 模式 ( 两 个 复数 
特征 值 对 ) 。 将 估计 得 到 的 参数 代入 
































2 
x(t) = > aje" (coset + d,;) 
i=l 
并 画图 对 比 此 响应 曲线 与 三 模式 响应 曲线 ， 讨 论 两 者 之 间 的 差别 和 相似 点 。 
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大 规模 电力 系统 的 规划 、 设 计 和 运行 涉及 大 量 的 计算 问题 。 本 书 将 应 用 于 
电力 系统 各 种 计算 的 数值 计算 方法 进行 了 总 结 ， 是 一 本 专门 讲述 电力 系统 计算 方 
法 的 书 。 本 书 内 容 包括 线性 方程 组 的 解法 、 非 线性 方程 组 的 解法 、 稀 疏 矩 阵 求解 
技术 、 微 分 方程 数值 解法 、 数 值 优化 方法 和 特征 值 问题 。 

本 书 对 广大 电力 系统 专业 的 本 科 生 和 研究 生 ， 以 及 从 事 电力 系统 规划 、 设 
计 、 运 行 和 控制 的 技术 人 员 都 会 有 很 大 的 帮助 。 
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馈 感应 电机 在 风力 发 电 中 的 建 模 与 控制 》 
《太阳 能 利用 技术 及 工 
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风力 发 电 系统 并 网 变换 吕 ) 








在 网 中 的 建 模 与 仿真 》 
一 一 设计 、 安 装 、 修 复 和 环境 影响 》 
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